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Résumé — Ce travail de thèse s’inscrit dans le défi sociétal de la santé et est construit
sur une approche originale interdisciplinaire en mécanobiologie. La pathologie étudiée est
la scoliose idiopathique, déformation rachidienne structurelle la plus courante touchant 2 à
3% des enfants de 10 ans ou plus. Environ 10% va progresser pendant la croissance et né-
cessiter un traitement spécifique pouvant aller jusqu’à une chirurgie très invasive. L’aide au
diagnostic, la prise en charge du patient et son suivi sont des étapes clés dans lesquelles la
proposition d’une quantification objective des phénomènes liés aux altérations pathologiques
soutenue par des modèles prédictifs peut apporter une contribution significative. La modéli-
sation mécanique du rachis trouve ses limitations dans le caractère multi-échelles en espace
et en temps des tissus biologiques impliqués dans la scoliose. De nombreuses études se sont
attachées à comprendre les phénomènes biomécaniques à l’échelle d’un segment vertébral ou
bien l’épidémiologie à l’échelle du rachis. Ces approches constituent l’essentiel des travaux
disponibles, cependant, il n’existe pas de travaux combinant les deux échelles spatiales, qui
sont difficilement modélisables numériquement. L’évolution temporelle de la scoliose est quant
à elle principalement étudiée dans la littérature du point de vue clinique et rarement du point
de vue mécanique. La méthodologie proposée dans cette thèse s’attache à prendre en compte
certaines caractéristiques multi-échelles de la scoliose en s’efforçant de contourner les obstacles
par l’élaboration d’un nouveau cadre théorique. L’hypothèse centrale de cette approche est
que la position d’équilibre quasi-statique du rachis scoliotique dérive de la minimisation d’une
énergie potentielle totale incluant les énergies de déformation des structures déformables ainsi
que les efforts internes et externes. Cette modélisation a été paramétrée par des opérateurs de
type tenseurs effectifs. La détermination de solutions d’équilibre a été effectuée par minimisa-
tion numérique, celle des tenseurs effectifs a été menée par l’implémentation d’une méthode
numérique inverse originale par son adaptation au domaine du vivant et incluant notamment
une méthode de pénalisation. Cette résolution a été réalisée à partir d’un modèle mécanique
global filaire et tridimensionnel du rachis. A une sous-échelle incluant le segment vertébral,
une approche poroélastique a été proposée. Cette partie du travail a permis de discuter de
la notion d’échelle de temps multiples et d’établir des liens entre les échelles spatiales par le
biais des torseurs d’efforts internes. L’approche heuristique a été construite par des échanges
avec les informations cliniques (radiographies biplanaires), ceci en collaboration avec le service
d’orthopédie pédiatrique du CHU Toulouse.
La résolution d’un problème inverse sur un rachis très peu déformé a montré que les ré-
sultats obtenus étaient similaires à ceux de la littérature, validant la pertinence de ce modèle.
Par ailleurs, les résolutions menées à partir d’une cohorte de patients (scolioses stables ou in-
stables) ont permis de mettre évidence des indices évolutifs associés à l’adaptation mécanique
des segments vertébraux. Ainsi, les temps de résolution des modèles numériques étant opti-
misés, il est possible d’envisager à court terme l’utilisation de cette nouvelle méthodologie
en contexte clinique pour aider au diagnostic précoce des scolioses instables, à la rééduca-
tion adaptée et la planification chirurgicale. En perspective, grâce au modèle développé dans
cette thèse, l’exploration de l’altération des propriétés de transports dans les segments pa-
thologiques permettra d’étudier la dégénérescence discale et ainsi s’intéresser aux causes du
développement de la scoliose. Ce type de recherches pourra être effectué par l’enrichissement
de la méthodologie par des modèles de transports réactifs étayés par les observations cliniques.
i
Abstract — The research developed during this Ph.D thesis falls within the societal chal-
lenge on health and is based on an innovative interdisciplinary methodology in the field of
mechanobiology. The studied pathology is the adolescent idiopathic scoliosis, which is the
most common spine structural deformity, affecting 2 to 3% of children from 10 years old.
About 10% will progress during growth and require specific treatment, which may include
invasive surgery. Improvements in diagnosis techniques and patients follow-up are key objec-
tives for which the quantification of phenomena involved in the pathology evolution supported
by predictive models can bring new insight in scoliosis care. Because scoliotic spine is a mul-
tiscale problem in space and time, mechanical modeling is challenging. Many studies have
focused on understanding biomechanical phenomena at the vertebral segment scale or epide-
miology at the spine scale. These researches constitute the majority of the work available to
date, however, to our knowledge, there is no work combining the two spatial scales, which
is challenging to model numerically. The scoliosis temporal evolution is mainly studied from
clinical perpectives and rarely using mechanical approaches. The methodology proposed wi-
thin the framework of this thesis aimed at taking into account some of the scoliosis multiscale
characteristics and attempted to circumvent these obstacles. The main assumption was that
the quasi-static equilibrium position of the scoliotic spine was derived from the minimization
of a total potential energy including the deformation energies of the deformable structures
as well as internal and external forces. This energy model was parameterized by operators
such as effective tensors. The determination of the equilibrium solution was carried out by
numerical minimization. The evaluation of effective tensors was carried out by the imple-
mentation of inverse numerical techniques including penalization methods. This approach is
original in the context of a clinical problem. The resolution has been performed using a global
three-dimensional wireframe mechanical model of the spine. At the vertebral segment sub-
scale, a poroelastic model has been proposed. This part of the work discussed the multiple
timescale involved in scoliosis and put forward links between spatial scales through internal
stress tensors. This heuristic approach was built on a constant exchange with experts in the
field (pediatric orthopedics department of the Toulouse University Hospital) and validated
with clinical data (biplanar radiographs).
The resolution of an inverse problem on a slightly deformed spine showed that the results
obtained were similar to those extracted from the literature, hence validating the relevance of
this model. The resolutions carried out from a cohort of patients (stable or unstable scoliosis)
highlighted evolutionary indices associated with the mechanical adaptation of the vertebral
segments. Thus, the low computational cost of the optimized digital models enable us to
consider, in the near future, the use of this innovative methodology in a clinical context to
help in the early diagnosis of unstable scoliosis, in the choice of an appropriate rehabilitation
and in the surgical planning. In perspective, based on the current model, the exploration of
the alteration of transport properties in segments under pathological mechanical loading will
allow us to study disc degeneration and therefore to explore scoliosis causes. To reach this
objective, the current two scales approach will be enriched with reactive transport models
supported by clinical observations.
ii
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La scoliose idiopathique de l’adolescent est une déformation de la colonne vertébrale dans
les trois plans de l’espace et dont les causes et les mécanismes évolutifs sont mal compris.
D’un point de vue anatomique, le rachis est constitué d’un assemblage de tissus classés comme
mous, ligaments, disques intervertébraux, muscles, et de tissus durs, les corps vertébraux. Par
conséquent, du point de vue biomécanique, le rachis peut être considéré comme une structure
résultant de l’assemblage d’objets déformables et d’objets rigides. Le rachis est donc une
structure complexe du point de vue anatomique ce qui induit également une complexité
importante lorsqu’il s’agit d’en proposer une modélisation descriptive et prédictive.
Le caractère multi-échelles spatiales mais également temporelles est à prendre en compte dans
la méthodologie. Les réponses aux stimuli mécaniques à des échelles de temps multiples sont
à considérer lorsqu’on examine la réponse cellulaire, le segment vertébral ou le rachis dans la
globalité.
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Le travail de thèse développé ici a pour objectif de contribuer à l’exploration du rachis
scoliotique du point de vue biomécanique, par une méthodologie de modélisation théorique et
numérique continuellement étayée par le contexte clinique. Nous utilisons comme hypothèse
centrale que l’équilibre quasi-statique du rachis puisse être déterminé par la minimisation
d’une énergie mécanique totale.
Dans ce chapitre, nous décrivons deux échelles spatiales étudiées dans cette thèse : le
segment vertébral et le rachis. Dans un premier temps, l’anatomie et les caractéristiques
biologiques et mécaniques du rachis sont présentées. Nous décrirons le rachis scoliotique étudié
par l’approche clinique ainsi que les acquis de son comportement biomécanique. En dernier
lieu, la complexité d’une proposition de modèle numérique global de la colonne vertébrale est
discutée.
1.1 L’anatomie du rachis
1.1.1 Le rachis de l’adolescent
Le rachis est un assemblage articulé d’éléments osseux, les vertèbres, supportant le dos. Il
peut être séparé en quatre parties : le rachis cervical, le rachis thoracique, le rachis lombaire
et la ceinture pelvienne, comme illustré par la figure 1.1a.
Chaque partie du rachis a un rôle particulier associé à un fonctionnement biomécanique que
nous nous attacherons à détailler. En effet, si certaines propriétés sont invariantes chez tous
les mammifères vertébrés, comme le nombre de vertèbres cervicales, d’autres sont spécifiques
à la position érigée de l’homme, comme la présence de quatre courbures sagittales successives.
L’homme possède sept corps vertébraux ou vertèbres cervicales, notées C1 à C7, douze ver-
tèbres thoraciques T1 à T12 et cinq vertèbres lombaires L1 à L5, figure 1.1b. Sous le rachis
lombaire se trouve le sacrum, composé de cinq vertèbres soudées à l’âge adulte, et référencées
S1 à S5. Le sacrum via l’articulation sacro-iliaque, forme avec les deux os iliaques la ceinture
pelvienne.
Le rachis abrite la moelle épinière dans le canal rachidien situé au niveau postérieur des
vertèbres. Les vertèbres thoraciques T1 à T12 sont attachées aux côtes, qui, avec le sternum,
forment la cage thoracique protégeant le cœur et les poumons.
Les vertèbres sont en contact par les facettes articulaires postérieures, figure 1.2a. La forme
d’une vertèbre thoracique type dans le plan sagittal est représentée sur la figure 1.2b. La co-
hésion du rachis est assurée par des ligaments, les muscles rachidiens, ainsi que par les disques
intervertébraux, figure 1.2c.
L’ensemble constitué de deux vertèbres successives et comprenant le disque intervertébral et
les ligaments vertébraux, est appelé segment vertébral.
Le sacrum a une courbure convexe arrière, le rachis lombaire est en lordose correspondant
à une courbure concave arrière, le rachis thoracique est en cyphose, concave avant et le
rachis cervical est en lordose. Cette anatomie résulte d’une adaptation à la posture érigée
car elle positionne le barycentre de la partie supérieure du tronc à l’aplomb du bassin. On
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(a) (b)
Figure 1.1 – Schéma du rachis sain : (a) en coupe sagittale (wikipedia : William Crochot),
(b) selon les plans frontaux et sagittaux (Encyclopédie Médico Chirurgicale).
remarque notamment que la lordose lombaire n’est pas présente chez les grands singes ou
les kangourous qui n’ont pas réellement de position verticale continue (Férembach et al.
(1986)). Cette spécificité rend très difficile l’étude des pathologies associées au rachis sur
modèle animal. En effet, les contraintes mécaniques ainsi que les positions géométriques ne
sont pas reproductibles chez d’autres vertébrés. Notons que la verticalité est maintenue sans
contraction musculaire, uniquement grâce à la tension des fascias (tissus conjonctifs) et la
forme en "double S" de la colonne vertébrale permet ainsi non seulement la posture érigée,
mais assure également la souplesse globale de l’ensemble.
En position verticale, les mouvements du rachis sont des flexions frontales ou latérales dans
le plan frontal (coronal), des flexions sagittales ou antero-postérieures dans le plan sagittal
et des torsion transversales ou horizontales dans le plan transversal. Les différents plans sont
visualisés figure 1.2d. Ces déplacements globaux résultent de la sommation de déplacements
de moindre amplitude à l’échelle des segments vertébraux.
Comme les autres os du corps, les vertèbres évoluent pendant l’enfance. Elles sont, en majeure
partie, responsables du phénomène global de croissance du tronc, les disques intervertébraux
conservant une épaisseur peu variable dans le temps et représentant un pourcentage faible
de la longueur du rachis, soit environ 20%. A l’instar du reste du corps, cette croissance est
fortement affectée par la puberté (Dimeglio et al. (2011)) de telle sorte que de 11 à 15 ans, la





Figure 1.2 – Illustration schématique d’une vertèbre (a) en vue transversale et (b) en vue
sagittale ( Berichard d’après Gray’s Anatomy public). (c) Illustration des ligaments vertébraux
(Springer) , (d) schéma des trois plans de l’espace (teachmeanatomy.info).
1.1.2 Anatomie et mécanobiologie du disque intervertébral
1.1.2.1 Anatomie
Entre deux vertèbres rigides, se trouve une structure fibreuse fortement hydratée, le disque
intervertébral. A l’instar des ligaments, il a pour rôle d’assurer le maintien relatif des vertèbres
tout en permettant mobilité et souplesse nécessaires aux déformations globales du rachis. Les
disques intervertébraux ont une capacité dynamique qui est cruciale lors des stimulations
journalières telles que l’ascension d’escaliers, les changements de positions, le sport ....
Les disques intervertébraux qui contribuent environ pour 1/5 de la hauteur totale du rachis,




Figure 1.3 – Histogramme de la vitesse de croissance pour la partie supérieure et inférieure
du corps (Dimeglio et al. (2011)) : (a) garçons, (b) filles.
l’épaisseur du disque par rapport à la hauteur des vertèbres. Pour les segments lombaires, ce
rapport est proche de 1/3, tandis qu’il est proche de 1/5 pour les segments thoraciques. Ces
valeurs plus importantes pour le rachis lombaire expliquent la forte mobilité de ce dernier.
Le disque intervertébral est constitué de deux parties globalement concentriques et caracté-
risées par une transition tissulaire progressive. Pour simplifier la description anatomique, on
considère ces deux entités comme possédant un rôle mécanique particulier. Le nucleus pul-
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posus est une structure gélatineuse et fortement hydratée, située au centre du disque, figure
1.4. Il occupe environ 30 à 40% du volume total du disque (Violas et al. (2007a)). Étant
très hydraté, son comportement mécanique est quasi-incompressible. En pratique, son rôle
est de distribuer radialement les déformations de compression et flexion exercées par les corps
vertébraux.
Le nucleus pulposus est ceint par l’annulus fibrosus, constitué de plusieurs couches concen-
triques de fibrocartilage. Chaque couche est constituée de fibres de collagène de type I et II,
avec une incidence de 30 à 45°par rapport au plan horizontal, figure 1.5. Cette disposition
contribue à l’équilibre des contraintes radiales issues du nucleus pulposus et participe égale-
ment aux raideurs mécaniques globales du disque (Dusfour et al. (2020)).
Le plateau vertébral ou plaque cartilagineuse vertébrale constitue la transition entre le disque
intervertébral et la vertèbre. Il est principalement constitué de deux couches reliées par une
transition progressive, un tissu cartilagineux faiblement poreux fusionnant avec le disque et
lieu de bourgeons vasculaires, et un tissu osseux poreux et vascularisé faisant le lien avec le
corps vertébral. Le disque intervertébral adulte est peu innervé et contient une faible densité
cellulaire peu ou pas renouvelée à partir de l’enfance.
Il est difficile d’évaluer les propriétés mécaniques d’un disque intervertébral in-vivo, cependant,
l’utilisation de l’IRM donne une information sur la volumétrie des disques et leur hydratation
(Urban and Roberts (2003), Antoniou et al. (2013), Violas et al. (2007a), Violas et al. (2005),
Abelin-Genevois et al. (2015)).
Figure 1.4 – Représentation schématique du disque intervertébral (Anatomy & Physiology).
1.1.2.2 Propriétés de transport du disque intervertébral
Avant l’adolescence, le disque en croissance est légèrement vascularisé par des artérioles
issues du corps vertébral. Ces dernières traversent les plateaux vertébraux pour pénétrer dans
le disque et assurer l’homéostasie du segment. Dès le début de l’adolescence, ces artérioles
régressent, pour totalement disparaître à la fin de la croissance. Les échanges entre le disque
et la vertèbre pourraient alors être principalement effectués par diffusion au niveau du plateau
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Figure 1.5 – Représentation schématique du disque intervertébral ((Raj (2008))).
vertébral (Hughes et al. (1993), Maroudas and Stockwell, Holm et al. (1981)). Toutefois, La
compréhension du fonctionnement biologique des disques intervertébraux n’est toujours pas
aboutie, les propriétés convectives et les couplages mécanobiologiques semblent par exemple
pouvoir jouer un rôle important qui reste non élucidé.
Sans vouloir établir un bilan exhaustif de la mécanobiologie du disque, il est utile de mettre
en lumière quelques points clés qui permettront de positionner l’approche méthodologique
proposée dans notre travail de recherche.
Les approches expérimentales in-vivo chez l’humain sont rares car difficiles à réaliser pour des
raisons éthiques et méthodologiques. On peut toutefois relever des résultats utiles concernant
la distribution et la propagation des nutriments ou la mesure de concentration en oxygène et
en lactate pour comprendre les particularités des disques dégénérés (Bartels et al. (1998)). Les
propriétés micro-architecturales et convectives ont été mesurées dans des modèles animaux
(Accadbled et al. (2008b), Accadbled et al. (2008a), Laffosse et al. (2010b)), avec stimuli mé-
caniques pathologiques (Laffosse et al. (2009), Laffosse et al. (2010c)), et scoliotiques (Laffosse
et al. (2010a), Accadbled et al. (2011)).
Les méthodologies de modélisation peuvent aider dans l’exploration de la phénoménologie
inaccessible in-vivo (Swider et al. (2012)). Lorsque des méthodes numériques sont utilisées, la
méthode des éléments finis est la plus récurrente dans des approches couplées et ciblées sur
les phénomènes de convection-diffusion et osmotiques (Sélard et al. (2003), Ferguson et al.
(2004), Schroeder et al. (2006), Swider et al. (2012))
Malgré le nombre et la diversité des travaux portant sur les phénomènes de transport dans
le disque intervertébral, les résultats théoriques obtenus n’ont pas fait l’objet de réelles va-
lidations expérimentales. De plus, leur contribution à des modèles plus globaux et en lien
avec une problématique clinique sont manquantes : pathologies rachidiennes, vieillissement et
dégénérescence, douleurs lombaires, et scoliose (Smith et al. (2011)).
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1.1.2.3 Propriétés mécaniques structurales du disque intervertébral
Les propriétés mécaniques structurales des disques intervertébraux sont déterminantes
pour expliquer le fonctionnement biomécanique du rachis. Les disques ont un rôle important
dans le maintien global du rachis et nous avons vu précédemment que leur structure était
adaptée à la distribution des sollicitations de compression et flexion et aux sollicitations dy-
namiques.
Pour contribuer à la caractérisation mécanique du rachis, plusieurs études ont été effectuées
dans l’analyse des propriétés mécaniques des disques intervertébraux. Dès le milieu du XXeme
siècle, des équipes ont développé des procédés expérimentaux pionniers, visant à quantifier
la réponse temporelle ex-vivo des disques sous une sollicitation de compression imposée (Vir-
gin (1951), Hirsch and Nachemson (1954)). Ces expériences ont mis en avant la complexité
de réponses viscoélastiques et poroélastiques. Cependant, ces tests ont été effectués sur des
segments vertébraux issus d’éléments cadavériques adultes, or l’état du disque est sensible à
l’environnement expérimental, et en particulier sa déshydratation est rapide une fois extrait
du milieu vivant. Par ailleurs, les mesures effectuées portaient uniquement sur des phéno-
mènes compressifs, aucun moment de flexion n’ayant été appliqué aux segments.
Ultérieurement, Nachemson et al. (1979) et Schultz et al. (1979) ont effectué de nouvelles
expériences ex vivo mais en milieu hydraté, sur quarante deux segments vertébraux lombaires
en les soumettant à des efforts en compression et flexion. Les pressions fluides du nucleus
pulposus ont été mesurées. Cependant, le but premier de ces expériences était d’étudier l’in-
fluence de paramètres cliniques comme l’âge des patients ou la dégénérescence discale. Aussi,
peu d’informations tangibles sur les propriétés mécaniques et poroélastiques des disques in-
tervertébraux ont été fournies.
Shirazi-Adl et al. (1986) ont développé les premiers modèles numériques cherchant à quantifier
la réponse mécanique des disques intervertébraux. Le modèle numérique prend en compte le
nucleus pulposus comme un fluide incompressible, et l’annulus comme une structure compo-
site et seule la réponse élastique sans transport en milieu poreux est étudiée. Cette réponse
mécanique est admissible sur des temps inférieurs à 10 minutes, ce qui constitue un temps
court pour une structure anatomique évolutive. Stokes et al. (2002) ont été les premiers à
étudier le segment vertébral sur un temps long puisqu’allant jusqu’à 3 h après application des
chargements mécaniques de compression, flexion et torsion. La synthèse de ce travail est pré-
sentée sous la forme d’une matrice de raideur associée au segment vertébral dans sa totalité.
Cette approche sera détaillée dans la partie 1.4.1.
La plupart des tests effectués sur le disque intervertébral ont été décrits et analysés par Newell
et al. (2017). Il apparaît que même si les caractéristiques mécaniques ne sont pas connues avec
précision, on peut évaluer un module d’Young effectif du disque compris entre 5.8 MPa et 42.7
MPa (Yang et al. (2016)). Le module d’élasticité des corps vertébraux est relativement hétéro-
gène mais un ordre de grandeur de 300 MPa a été proposé (Nicholson et al. (1997) et El Masri
et al. (2012)). Cependant, il est mis en évidence une grande dispersion des résultats, princi-
palement liée à la variabilité des procédés expérimentaux en terme de conditions aux limites,
environnement, précontraintes, chargements mécaniques. Ceci illustre la difficulté d’obtenir
des propriétés mécaniques consensuelles pour l’implémentation de modèles numériques.
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1.2 La scoliose idiopathique - Aspects cliniques
1.2.1 Description clinique de la scoliose
Il existe des traces de l’existence de scolioses dès l’antiquité grecque, il y a plus de 2000
ans, assurant que cette pathologie n’est pas associée à des problématiques comtemporaines
(Hippocrates (1849)). La scoliose est une déformation pathologique du rachis qui peut avoir
lieu dans les 3 plans de l’espace (figure 1.6). Une déviation du rachis est appelée scoliose
lorsque l’angle coronal c’est à dire dans le plan frontal, dépasse 10 degrés mais les scolioses
idiopathiques sont toujours associées à des phénomènes de rotation de torsion des vertèbres
(Birchall et al. (2005), Schlösser et al. (2014)), figure 1.6.
L’angle de Cobb est un paramètre géométrique communément utilisé en clinique pour établir
le diagnostic et définir la gravité de la pathologie. Comme illustré figure 1.7, cet angle est
obtenu sur une radiographie frontale, par la mesure de l’angle formé par l’intersection des deux
droites tangentielles aux plateaux vertébraux des vertèbres limites supérieures et inférieures
de la courbure principale.
(a) (b)
Figure 1.6 – Imagerie clinique par radiographie biplanaire EOS® d’un patient atteint de
scoliotique idiopathique : (a) courbures dans le plan sagittal, (b) courbures dans le plan
frontal. Patiente âgée de 14 ans, CHU Toulouse, Hôpital des Enfants.
Dans le diagnostic clinique contemporain, on distingue trois types de scolioses : congéni-
tales, syndromiques et idiopathiques. Ces dernières représentent environ 80% des scolioses.
Les scolioses congénitales sont liées à une malformation vertébrale, les scolioses syndromiques
découlent souvent d’une maladie neuromusculaire (maladie de Marfan, neurofibromatose ...).
Les scolioses idiopathiques sont, par définition, des déformations du rachis dont on ne connaît
pas la ou les causes sous-jacentes. Elles touchent en très grande majorité des enfants, et se
développent la plupart du temps au moment de l’adolescence. On parle alors de scolioses idio-
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pathiques de l’adolescent (AIS). Les AIS concernent entre 1% et 4% de la population, avec
une prévalence dans la population féminine de 1.5 pour 1 qui augmente significativement à 8.4
pour les scolioses nécessitant un traitement (Cheng et al. (2015)). Une étude épidémiologique
parmi les plus exhaustives a été menée à Hong-Kong (Luk et al. (2010)) et montre que 2.5%
des adolescents sont touchés par cette pathologie.
Les AIS sont à distinguer des attitudes scoliotiques qui peuvent être la conséquence d’un
inégalité de longueur des membres inférieurs ou d’une tumeur par exemple. Les AIS sont
toujours structuralisées c’est à dire caractérisées par une rotation dans le plan transversal des
vertèbres. L’attitude scoliotique ne présente pas cet aspect structuralisé.
Les scolioses idiopathiques présentent généralement une rapide évolution durant le pic de
Figure 1.7 – Illustration de la mesure de l’angle de Cobb. Ici, il est de 89°. (référence de
Wikipedia, source antérieure inconnue)
croissance (Riseborough and Wynne-Davies (1973)). Elles peuvent évoluer de différentes ma-
nières et ce phénomène est difficilement prévisible car incompris, tout comme ses causes. Elles
peuvent se stabiliser en fin de croissance et on utilise alors la classification clinique de scolioses
stables. Elles peuvent graduellement augmenter en angulation et déformation, sans seuil per-
ceptible et la classification de scolioses instables, est alors utilisée. Ce second type d’évolution
est le plus problématique et nécessite généralement un traitement chirurgical. L’étude épidé-
miologique de Luk et al. (2010) montre que 1.4% des AIS ont un angle de Cobb supérieur à
20°et 0,33% nécessitent un traitement chirurgical par arthrodèse.
Sans traitement adapté, des pathologies secondaires peuvent être associées aux déformations
scoliotiques. En effet, la cage thoracique est affectée par la courbure des scolioses, qui dans
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les cas graves, entraîne une réduction de son volume, induisant une insuffisance respiratoire
restrictive ou une compression vasculaire. Par ailleurs, le déséquilibre postural engendré par
la scoliose peut impacter la motricité globale des patients.
1.2.2 Classification et stratégie thérapeutique
Les scolioses idiopathiques de l’adolescent peuvent être classées selon plusieurs critères
géométriques. Plusieurs classifications de l’AIS existent, mais la plus utilisée est celle propo-
sée par Lenke et al. (2001), figure 1.8. Cette classification a été créée dans le but d’aider à
homogénéiser les traitements des scolioses par corset ou chirurgie.
La classification de Lenke propose six types de scolioses : courbure unique (type 1 et type 5),
double courbure (type 2, type 3 et type 6) et triple courbure (type 4). Ces types peuvent être
affectés par trois modificateurs lombaires, A, B ou C, donnant un total de 18 types. Trois
modificateurs sagittaux peuvent également être ajoutés dans cette classification, portant le
nombre total de types de scolioses à cinquante quatre.
Des tests de flexion (bending test) sont associés au diagnostic pour évaluer empiriquement la
souplesse globale du rachis et le comportement des disques intervertébraux. Des radiographies
frontales sont réalisées, le patient effectuant un mouvement de flexion du buste à gauche puis
à droite. Les informations issues de ce test viennent compléter le dossier clinique et peuvent
aider à la stratégie thérapeutique, même si leur utilité est encore sujette à discussion.
Le traitement chirurgical touche environ 10% des scolioses idiopathiques (Altaf et al. (2013))
et concerne la plupart du temps des scolioses dont l’angle de Cobb est supérieur à 40°. La
chirurgie consiste en une arthrodèse vertébrale c’est à dire une fusion osseuse des vertèbres
entre elles pour arrêter la progression de la courbure. La fusion est guidée par deux tiges mé-
talliques modelables et fixées aux vertèbres. Ces tiges permettent de corriger la déformation
du rachis, figure 1.9a. Une radiographie de contrôle post opératoire est associée pour évaluer
le resultat clinique, figure 1.9b.
La partie instrumentée du rachis perd sa mobilité, et les zones sus et sous-jacente à l’arthro-
dèse, plus sollicitées que dans un rachis sain (Violas et al. (2007b)), sont le lieu d’énergies
mécaniques accrues. Cette limitation majeure de la chirurgie est logiquement pondérée par
la longueur de l’instrumentation. Dans les rares cas où l’évolution post-opératoire n’est pas
bonne, on peut observer le développement de cyphoses jonctionnelles (PJK) (figure 1.10) ou
d’"adding on", nécessitant une nouvelle intervention.
Actuellement, et malgré les aides proposées par la classification, il n’existe pas de consensus
sur le traitement chirurgical adapté au patient. Une étude multicentrique que nous avons
effectuée sur un groupe de treize chirurgiens français, spécialistes de la chirurgie du rachis,
démontre objectivement les disparités de choix dans les niveaux à instrumenter. La cohorte
clinique était composée de trente patients scoliotiques (moyenne d’age 13.76 ans). Les ra-
diographies pré-opératoire anonymisées ont été fournies aux chirurgiens pour évaluation du
planning chirurgical. Les résultats de cette étude sont regroupés figure 1.11. Le tableau repré-
sente les changements moyens de niveau entre deux chirurgiens pour les trente cas proposés.
On considère un changement de valeur 1 pour un patient si une seule position varie, par
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Figure 1.8 – Tableau récapitulatif de la classification de Lenke pour les scolioses idiopathiques
de l’adolescent (Lenke et al. (2001)).
exemple planification T2-L3 contre T3-L3. Une planification de T2-L2 par rapport à T3-L3
représente un changement de valeur de deux. On peut observer la variation significative de
score qui peut aller jusqu’à 3 voire 4 modifications de niveaux ; or les chirurgiens ayant ré-
pondu à l’étude ont d’excellents résultats post-opératoires dans leur pratique quotidienne.
Cette étude confirme donc le caractère empirique de la méthodologie, mais également sous-
tend la question ouverte de la non solution unique au problème complexe du traitement de la
scoliose.
Le diagnostic de la pathologie scoliotique est essentiellement basée sur l’observation d’une géo-
métrie déformée, grâce à l’exploration clinique et soutenue par l’imagerie médicale. Il pourrait
être pertinent d’y associer la quantification objective de phénomènes mécaniques, notamment
les énergies mise en œuvre, dans la déformation pathologique mais également dans la stratégie
thérapeutique. Au delà de la géométrie et des champs de déplacements, l’énergie mécanique
doit prendre en compte les propriétés mécaniques tissulaires des composants du rachis et
possiblement révéler des indices supplémentaires pour l’exploration de la scoliose et de son
traitement. Telle est la méthodologie sous-jacente à notre travail de recherche.
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(a) (b)
Figure 1.9 – Traitement chirurgical d’une AIS de type Lenke 1C, par arthrodèse vertébrale
postérieure (CHU Toulouse) : (a) radiographie pré-opératoire, (b) radiographie post-pératoire.
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(a) (b)
Figure 1.10 – Radiographie EOS® d’une scoliose (a) après arthrodèse vertébrale, et (b) le
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Total mean level variation
0.0 2.4 3.03 2.51 2.43 2.79 2.38 2.87 2.87 2.24 2.59 2.18 2.3
2.4 0.0 2.17 0.93 0.97 1.48 1.67 1.18 1.31 1.04 1.3 1.31 1.1
3.03 2.17 0.0 1.92 2.0 1.69 1.83 2.28 2.03 2.14 1.91 2.9 2.44
2.51 0.93 1.92 0.0 0.86 1.1 1.33 0.98 1.09 1.11 1.08 1.53 1.23
2.43 0.97 2.0 0.86 0.0 1.31 1.48 1.03 1.12 1.12 1.18 1.43 1.07
2.79 1.48 1.69 1.1 1.31 0.0 1.23 1.81 1.48 1.26 1.27 2.12 1.71
2.38 1.67 1.83 1.33 1.48 1.23 0.0 1.96 1.64 1.31 1.52 2.0 1.61
2.87 1.18 2.28 0.98 1.03 1.81 1.96 0.0 1.18 1.53 1.59 1.76 1.59
2.87 1.31 2.03 1.09 1.12 1.48 1.64 1.18 0.0 1.51 1.43 1.87 1.66
2.24 1.04 2.14 1.11 1.12 1.26 1.31 1.53 1.51 0.0 1.23 1.36 1.03
2.59 1.3 1.91 1.08 1.18 1.27 1.52 1.59 1.43 1.23 0.0 1.83 1.47
2.18 1.31 2.9 1.53 1.43 2.12 2.0 1.76 1.87 1.36 1.83 0.0 1.1
2.3 1.1 2.44 1.23 1.07 1.71 1.61 1.59 1.66 1.03 1.47 1.1 0.0
Figure 1.11 – Variation moyenne totale entre chirurgiens pour le choix des niveaux d’instru-
mentation de l’arthrodèse postérieure vertébrale.
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1.3 La scoliose évolutive : aspects mécanobiologiques
Les mécanismes d’apparition et de développement des scolioses idiopathiques ne sont
pas connus. Toutefois l’exploration de plusieurs phénomènes a permis d’apporter quelques
résultats pertinents.
1.3.1 Facteurs déclenchant génétiques, biologiques et mécaniques et évo-
lution des courbures
Concernant les causes initiales du développement scoliotique, les origines génétiques sont
encore très mal comprises. En 1968, Wynne-Davies (1968) a montré que le risque d’avoir
une AIS était augmenté avec une prévalence de 6% à 11%, lorsqu’un membre de la famille
avait eu cette pathologie. L’étude d’un échantillon de jumeaux monozygotes (Kesling and
Reinker (1997)) a montré une prévalence de 73% tandis qu’elle était de 36% pour les jumeaux
dizygotes. Ainsi, si un facteur génétique a possiblement été détecté, il n’explique pas seul les
causes initiales des scolioses idiopathiques de l’adolescent.
D’autres études ont mis en évidence un possible lien entre la sensibilité du patient à certaines
hormones comme la leptine ou la ghreline (Sales de Gauzy et al. (2015) ; Cheng et al. (2015))
et l’apparition des scolioses. Cette hypothèse est renforcée par l’indice de masse corporelle
des adolescents scoliotiques qui est inférieur à la moyenne. Cependant, ces recherches n’ont
pas suffit à expliquer les causes des scolioses.
Des facteurs mécaniques ont été recherchés, notamment dans l’étude de van der Plaats
et al. (2007). Il est supposé une asymétrie de croissance des corps vertébraux à l’origine du
développement des AIS. L’hypothèse d’une période critique lors de la croissance a été étudiée
à plusieurs reprises (Drevelle et al. (2010) ; Villemure et al. (2004)) car elle semble cohérente
avec une observation clinique effectuée par (Duval-Beaupère and Lamireau (1985)), dont le
principal résultat est illustré par la figure 1.12. On note une forte accélération des déformations
pendant le pic de croissance de l’enfant. Ici l’asymétrie, nécessitant une quantification par
l’imagerie clinique, n’a toutefois pas été relevée.
Le rôle des facteurs mécaniques déclenchant ou aggravant ont été étudiés par l’intermédiaire
de modèles numériques (Lafage et al. (2004) ; Drevelle et al. (2010)), toutefois, les résultats
sont restés descriptifs et aucune corrélation objective avec des données cliniques n’a permis de
valider les hypothèses sous-jacentes. Plus récemment des données cliniques par tomographie
à rayon X buste entier, ont mis en évidence une dissymétrie postérieure-antérieure de hauteur
des vertèbres thoraciques et une rotation accentuée à droite dans le plan transversal (Brink
et al. (2018)). Cependant, si ce phénomène semble être lié au développement scoliotique, on
ne peut pas déterminer s’il est uniquement une conséquence passive de la pathologie ou s’il
joue une rôle dans un comportement d’ensemble plus complexe.
Pour expliquer la génération de courbures pathologiques, la notion d’instabilité de flambage
mécanique a été proposée puis réutilisée sans toutefois amener de conclusions robustes du
point de vue phénoménologique ni de contribution clinique (van der Plaats et al. (2007),
Gross et al. (1983), White and Panjabi (1976), Karnezis (2011), Goto et al. (2003))
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Figure 1.12 – Évolution moyenne de l’angle de Cobb d’une scoliose idiopathique en fonction
de l’age du patient décrit par Duval-Beaupère (Duval-Beaupère and Lamireau (1985)).
1.3.2 Couplage délétère entre disque et corps vertébral
A l’échelle du segment vertébral, les scolioses idiopathiques font toujours apparaître une
déformation progressive des disques intervertébraux. Une question ouverte est la suivante :
cette déformation est-elle dûe à un changement des propriétés mécaniques du disque ou à
d’autres phénomènes extérieurs. Will et al. (2009) ont étudié l’évolution de l’angle de Cobb
de la scoliose en fonction de l’âge osseux du patient. Cette étude a permis de montrer que le
disque intervertébral, ou à minima les tissus mous intervertébraux pourraient être à l’origine
de l’accentuation de l’angle de Cobb par modification des propriétés mécaniques. Par consé-
quent, le remodelage pathologique des vertèbres ne pourrait être que consécutif à l’asymétrie
de contraintes générées par la déformation des tissus intervertébraux ; disques et ligaments
pourraient donc jouer un rôle important dans l’AIS.
Les travaux menés en amont de cette étude par Stokes (2007) proposent un schéma d’inter-
action entre les disques et les vertèbres pour illustrer la notion de couplage délétère dans les
phénomènes scoliotiques, figure 1.13.
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Figure 1.13 – Représentation du cercle vicieux d’intéraction entre la croissance des vertèbres
et la déformation des disques présentée par Stokes (2007).
1.3.3 Biochimie du disque intervertébral
Des travaux ont mis en évidence la détérioration des disques intervertébraux de patient
atteints de scoliose. Bushell et al. (1979) ont montré que le taux de collagène dans les nucleus
des disques à l’apex de la déformation scoliotique était plus important que dans les disques
sains. Ils ont également montré que la quantité de collagène dans l’annulus était anormalement
distribuée dans les disques scoliotiques. Cependant, ils concluent plutôt à une conséquence
des fortes déformations qu’à une cause.
Bartels et al. (1998) ont mesuré in-vivo la concentration en oxygène et en lactate des disques
sains, scoliotiques et dégénérés, mais aucune difference significative n’a été décrite. Ultérieu-
rement, Bibby et al. (2002) ont mené une nouvelle étude expérimentale sur la viabilité des
cellules des disques de scolioses idiopathiques. Une plus faible viabilité des cellules a été détec-
tée du côté convexe de la courbure scoliotique. De plus, les disques à l’apex de la déformation
avaient un nombre de cellules plus faible que les autres et présentaient une concentration
en oxygène plus faible et en lactate plus forte que la moyenne. Ces observations objectives
tendent à montrer le rôle significatif de la déformation géométrique et par conséquent des
contraintes mécaniques dans la réponse biochimique tissulaire du rachis.
1.3.4 Biomécanique in-vivo et disque intervertébral
Dès 1993, Roberts et al. (1993) ont détecté une calcification des plateaux vertébraux chez
les patients scoliotiques. Plus récemment, Langlais et al. (2018) ont mis en évidence in-vivo
une altération de l’annulus fibrosus des disques intervertébraux lombaires dans la scoliose.
L’élastographie par onde de cisaillement a été utilisée pour stimuler mécaniquement le disque
et analyser le signal retour permettant de déduire des anomalies mécaniques présentes dans
les disques scoliotiques.
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D’autres études expérimentales ont été menées sur des modèles animaux pour explorer l’évo-
lution des disques intervertébraux soumis à des contraintes semblables à celles générées par
les scolioses. Laffosse et al. (2010a) a simulé une scoliose dans un modèle porcin en bloquant
de manière asymétrique la croissance vertébrale. Une densification de la microarchitecture
osseuse des plateaux vertébraux comprimés a été quantifiée. Les plateaux vertebraux étant le
lieu principal des échanges de nutriments avec le disque, l’altération des propriétés de trans-
port peut participer au couplage délétère précédemment décrit (Stokes (2007)), figure 1.13,
et globalement détruire l’homéostasie du segment vertébral.
A notre connaissance, le rôle de l’état énergétique du disque mais également des tissus mous du
segment n’a jamais encore été exploré de manière significative. Or, des études dans le domaine
cardiovasculaire ont montré l’impact des déformations et contraintes mécaniques initiales sur
la réponse statique et dynamique de la structure et sur son devenir (Fung (2013), Olsson and
Klarbring (2006)). On retrouve toutefois plusieurs travaux qui ont abordé le rôle des éner-
gies de déformation mécanique dans le rachis (Noailly et al. (2007), Estivalezes et al. (2012),
Von Forell et al. (2014), Hortin and Bowden (2016)) et notamment le rachis scoliotique.
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1.4 Limitations d’une méthodologie de modélisation bioméca-
nique globale du rachis
Compte tenu de l’accroissement des possibilités des outils numériques, la modélisation glo-
bale du rachis paraît attractive pour analyser les phénomènes complexes inaccessibles in-vivo
et effectivement, la compréhension de cette complexité a progressé. Toutefois, il est possible
de distinguer plusieurs limitations encore difficiles à contourner et auxquelles nous allons nous
attacher dans la suite du bilan bibliographique.
Une problématique complexe est la prise en compte des échelles spatiales différentes entre
la réponse mécanobiologique d’un segment vertébral et l’évolution globale de la pathologie.
Comment les modèles numériques de transport réactifs locaux peuvent-ils être associés aux
modèles globaux et réciproquement ?
Que ces modèles soient locaux ou globaux, leur robustesse est étroitement liée à la connais-
sance des propriétés mécaniques et de transports des structures anatomiques impliquées dans
la pathologie : vertèbres, disques intervertébraux, ligaments, muscles. La quantification objec-
tive et reproductible de ces paramètres et, au préalable la description accrue de la géométrie
pathologique in-vivo, sont sources de questions scientifiques ouvertes.
Au-delà de questionnements fondamentaux, les méthodologies de recherche associées à l’AIS
doivent s’efforcer de contribuer à la recherche clinique et au confort des patients. Or le déve-
loppement de méthodologies complexes peut s’éloigner de la problématique clinique initiale.
1.4.1 Difficultés numériques liées à la modélisation multi-échelle
La modélisation numérique détaillée de la biomécanique d’un segment vertébral, comme
elle est par exemple proposée par Ferguson et al. (2004) ou Jebaseelan et al. (2012), illustre la
complexité physique déjà présente à petite échelle. Effectuer de telles simulations à l’échelle
d’ensemble du rachis est difficilement réalisable. Pour faire face à cette problématique, deux
options principales émergent.
Comme présenté en partie 1.3.2, les approches expérimentales de plusieurs équipes (Stokes
et al. (2002), Holsgrove et al. (2015)) ont utilisé une matrice effective de raideur pour décrire
le comportement mécanique d’un segment vertébral. Cette méthodologie a permis d’identifier
des propriétés mécaniques du segment vertébral dans sa globalité, sans devoir distinguer la
participation des ligaments, des muscles ou du disque. Par ailleurs, cette approche a permis de
choisir le niveau de qualité descriptive du comportement mécanique pour la paramétrisation
du segment. En effet, les propriétés effectives étant représentées par une matrice de raideur 6
x 6 pré-supposée symétrique, il a été possible de sélectionner certains termes prépondérants
comme les termes diagonaux. Ces termes ont alors été associés aux composantes principales
du champ de déplacement : 3 translations induites par les compressions et cisaillements et 3
rotations induites par les moments de flexion et torsion. Il est important de noter que tous
les modèles expérimentaux ont été développés à partir de pièces anatomiques animales ou
humaines asymptomatiques.
Une approche possible restant dans la modélisation numérique, peut-être celle de la sous-
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structuration, Swider et al. (2010). Le disque intervertébral modélisé par la méthode des élé-
ments finis poroélastiques a été condensé par une réduction statique (Guyan (1965)), pondérée
par la réponse temporelle en exponentielle décroissante. Cette méthode permet de fortement
réduire le nombre de degrés de liberté du modèle initial, pour passer de 10000 degrés de li-
berté à 40, avec un temps de calcul divisé par 103, et une précision en déplacements directs
et couplés altérée de moins de 10%. Cette approche présente donc l’avantage de réduire dras-
tiquement la taille du modèle élément finis, mais nécessite le calcul initial complet de chaque
étage vertébral pour gagner en crédibilité dans une problématique clinique.
La notion de base de temps multiple entre celui de la réponse transitoire d’un segment et
l’évolution sur le long terme de la pathologie scoliotique demande des développements spé-
cifiques. Les sollicitations dynamiques transitoires, cycliques ou sur le long terme peuvent
intéragir avec les réponses réactives cellulaires et tissulaires et jouer un rôle sur la déforma-
tion pathologique sur le long terme. Le point sera commenté en section 2.2.
1.4.2 Méconnaissance des propriétés mécaniques des tissus et des efforts
mécaniques
Une limitation majeure à l’établissement d’un modèle global du rachis scoliotique descrip-
tif et possiblement prédictif, est l’incertitude significative, voire la méconnaissance complète
des propriétés mécaniques tissulaires in-vivo et pathologique et notamment celles des tissus
mous, et sur les conditions aux limites et chargements in-vivo (Dreischarf et al. (2016)). Ré-
cemment, ces difficultés ont été mises en avant par Schmid et al. (2019) pour la proposition
d’un modèle numérique corps entier incluant une modélisation détaillée du rachis.
Comme évoqué au paragraphe 1.1.1, de nombreux muscles et ligaments ont un rôle mé-
canique déterminant dans la position et la stabilité du rachis. Or, peu de ces composants
tissulaires ont été caractérisés expérimentalement avec un consensus robuste. Contrairement
aux structures inertes, ces matériaux issus du vivant sont peu disponibles, difficiles à récolter
et à explorer dans des conditions expérimentales biomimétiques. Quelques études récentes
in-vivo, utilisent des méthodes non invasives, notamment par ultrasons, pour caractériser les
propriétés mécaniques du segment vertébral (Langlais et al. (2018) ; Ganau et al. (2018)). Bien
que prometteurs, les résultats issus de ces méthodologies d’exploration sont encore difficiles à
intégrer de manière directe dans un modèle numérique, notamment lorsque ce modèle s’efforce
de rendre compte d’une évolution pathologique. On retrouve souvent une détection de dérive
du signal au sens large entre pathologie et normalité, et si la normalité est atteignable. Mais
ceci demeure relativement difficile à traduire en terme de paramètres mécaniques nécessaires
pour alimenter les modèles numériques par éléments finis par exemple : coefficients élastiques,
tenseur de diffusion, perméabilités.
Les méthodes d’analyse inverse associant des données mesurées à un modèle physique par
l’intermédiaire d’algorithmes itératifs peuvent donner des éléments de réponse. En effet, le
problème inverse peut constituer une alternative pertinente ; on retrouve son utilisation dans
de nombreux domaines scientifiques : acoustique, géophysique, océanographie, imagerie mé-
dicale, astronomie, machine learning ...
Cette méthodologie est encore relativement peu utilisée en biophysique. On distingue par
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exemple des applications d’intérêt comme par exemple la quantification des interactions
cellules-substrat (Michel et al. (2012)). Dans la biomécanique du rachis des travaux concer-
nant l’identification de propriétés osseuses des corps vertébraux, des efforts internes ou des
efforts associés à l’instrumentation chirurgicale ont été proposés (Galbusera et al. (2014)).
Plus récemment, Yang et al. (2020) ont utilisé la résolution du problème inverse sur un mo-
dèle de disque intervertébral simplifié pour remonter aux paramètres mécaniques par le biais
d’algorithmes génétiques. Ils ont ainsi pu obtenir des propriétés effectives tels que le module
d’Young, le coefficient de Poisson et la perméabilité en se basant uniquement sur la réponse
en déplacement du disque en compression. C’est ainsi que l’identification de paramètres in-
vivo par des méthodes inverses peut présenter un intérêt significatif encore relativement peu
exploité à ce jour. Ceci peut éventuellement être expliqué par la difficulté à implémenter des
algorithmes robustes et convergents. En biomécanique, comme en biologie, cette approche
comprend également des limites, liées au grand nombre d’inconnues et aux incertitudes et
bruits associés aux données expérimentales biologiques ou cliniques, Guzzi et al. (2018).
1.4.3 Pertinence clinique des méthodologies de modélisation
Au-delà des nécessaires questionnements amonts, les méthodologies de recherche associées
à l’AIS doivent s’efforcer d’être proches du contexte clinique pour revenir à terme au question-
nement clinique initial. Celui-ci pourrait être résumé par l’aide au diagnostic, au traitement et
au suivi des patients et le développement de modélisations doit s’inscrire dans ce cadre pour
contribuer au confort des patients. Or il apparaît que relativement peu d’études s’efforcent de
s’inscrire dans ce challenge difficile (Wang et al. (2014)). Bien qu’on retrouve une tendance au
développement de modèles patients-spécifiques, il parait pour le moment peu probable, d’in-
clure la démarche de modélisation dans la routine clinique. Toutefois, les progrès de l’imagerie
médicale et des méthodologies de segmentation associées, des outils de simulation numérique,
des technologies médicales doivent pouvoir contribuer à cette l’évolution (Skalli et al. (2017),
Cobetto et al. (2018)).
Les concepts d’intelligence artificielle ont plus récemment été utilisés pour la prise en
charge de l’AIS. Les résultats les plus prometteurs concernent des modèles statistiques pour la
classification et l’aide au diagnostic à partir de l’imagerie médicale essentiellement (Watanabe
et al. (2019), Kang et al. (2013), Phan et al. (2013), Galbusera et al. (2019)). Ces concepts
n’ont pas encore pris en compte les aspects biomécaniques et les modèles associés.
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1.5 Discussion sur les limitations et objectifs de la thèse
Ce chapitre d’introduction a permis de présenter les points clés de l’anatomie spécifique
du rachis humain, ses complexités géométriques et de comportement mécanique. Concernant
la scoliose idiopathique de l’adolescent, il a été décrit qu’autant ses causes que sa capacité
évolutive étaient multifactorielles et constituaient à ce jour des questionnements ouverts, tant
du point de vue fondamental que clinique.
La méthodologie de modélisation numérique est attractive pour contribuer à l’exploration
des phénomènes complexes inaccessibles in-vivo. Toutefois elle trouve des limitations dans la
prise en compte des phénomènes multi-physiques, de la complexité anatomique et du carac-
tère multi-échelle spatial du problème, du segment vertébral au rachis dans sa globalité.
La problématique d’échelles de temps multiples entre les réponses réactives tissulaires du seg-
ment liées aux phénomènes de transport et l’évolution globale de la déformation scoliotique
s’échelonnant sur plusieurs semaines et mois, est une autre difficulté importante. Il parait
difficile de faire coexister ces approches dans un même modèle en raison des coûts de calcul
induits. Pour assurer sa pertinence, la modélisation nécessite la connaissance des propriétés
mécaniques tissulaires et notamment celles des tissus déformables comme le disque interver-
tébral qui joue un rôle important dans la scoliose idiopathique. L’accès à ces paramètres est
limité lorsqu’il s’agit d’étudier et de prévoir des réponses in-vivo, mais surtout de répondre à
une problématique clinique.
Pour contribuer à l’étude mécanobiologique de la scoliose idiopathique notre méthodologie
a été de contourner les difficultés de modélisation multi-échelle des composants anatomiques
du rachis pour s’attacher à décrire les positions d’équilibre et leur évolution pathologique
par minimisation de l’énergie mécanique de déformation du rachis global. Celle-ci, distribuée
entre les composants déformables, les tissus mous : disque intervertébral, ligaments, muscles,
est décrite par l’utilisation de tenseurs mécaniques effectifs dérivant de la notion d’énergie
potentielle totale. La méthodologie proposée permet de proposer une modélisation 3D filaire
simplifiée mais intrinsèquement représentative de la réponse mécanique. Les développements
spécifiques associés à la résolution des problèmes numériques inverses permettant d’obtenir les
composantes des tenseurs effectifs, sont proposés et validés. L’étude poromécanique à l’échelle
d’un segment vertébral, modèle 3D de type éléments finis, vient étayer la démarche par le
questionnement de la dépendance temporelle des réponses mécanobiologiques. La stratégie,
initiée par le questionnement clinique, est construite sur un dialogue continu entre modèles
et contexte clinique.
Ainsi, dans cette thèse, nous développerons, après cette introduction, la méthodologie
de modélisation géométrique à partir de l’imagerie clinique, et de modélisation mécanique
basée sur la minimisation d’énergie pour décrire l’équilibre du rachis scoliotique. Dans un
troisième temps, la validation de l’approche numérique est réalisée sur des cas de complexité
croissante, allant d’un modèle discret simplifié à l’étude d’un cas clinique. La pertinence et
la robustesse de la résolution des problèmes inverses est explorée. La réponse poromécanique
d’un segment vertébral est développée et nous proposerons des liens entre les deux échelles
spatio-temporelles, celle du segment intervertébral et celle du rachis. Le dernier chapitre de
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ce travail, concerne l’application de l’approche méthodologique à une cohorte clinique de
l’Hôpital de Enfants de Toulouse. En dernier lieu, une conclusion générale est établie et des




Equilibre scoliotique global du
rachis
Sommaire
2.1 Introduction et Contexte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.2 Hypothèse de l’échelle temporelle des processus évolutifs . . . . . . . 27
2.3 Méthodologie d’acquisition des données cliniques par imagerie mé-
dicale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.4 Modélisation mécanique du rachis et hypothèses associées . . . . . . . 34
2.4.1 Paramétrage et cinématique du segment vertébral . . . . . . . . . . . . . 34
2.4.2 Hypothèses et équilibre du rachis par une approche énergétique . . . . . . 36
2.4.3 Conditions aux limites du modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.5 Résolution numérique du problème d’équilibre : problème dit "direct" 40
2.6 Résolution numérique des variables paramétriques : problème dit «
inverse» . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.7 Conclusion sur le modèle proposé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.1 Introduction et Contexte
La modélisation biomécanique du rachis doit s’efforcer de prendre en compte des contraintes
théoriques et cliniques significatives. Les incertitudes concernant la description de la géomé-
trie complexe du rachis et des composants tissulaires associés sont importantes et à ceci vient
s’additionner la méconnaissance des lois de comportement des tissus biologiques in-vivo. Il
est également très difficile de modéliser les conditions aux limites et les efforts mécaniques
permettant de mimer de manière réaliste les conditions cliniques in-vivo. Enfin, les phéno-
mènes pathologiques évolutifs en espace et en temps sont multi-échelles ce qui introduit une
complexité supplémentaire pour la modélisation du problème. Dans le cadre de ce chapitre,
les échelles spatiales d’intérêt s’étendent du composant tissulaire au rachis global constitué de
segments vertébraux à une échelle intermédiaire. Du point de vue temporel, les phénomènes
considérés s’étendent de l’échelle de la semaine, associée à une vision instantanée de la patho-
logie, à plusieurs années pour l’étude de son évolution permettant d’établir une classification
entre scolioses stables et instables.
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Bien que plusieurs études aient été menées pour caractériser l’évolution biomécanique du
rachis scoliotique, peu d’études ont proposé une confrontation des modèles aux données cli-
niques accessibles (van der Plaats et al. (2007), Lafage et al. (2004), Drevelle et al. (2010)).
La méthodologie que nous proposons utilise l’imagerie médicale et le suivi des patients scolio-
tiques comme fil conducteur pour identifier dans un premier temps les paramètres mécaniques
du modèle, puis dans un second temps pour explorer, grâce au dialogue modèle – examen cli-
nique, l’évolution de la pathologie avec une approche biomécanique. Les données cliniques
accessibles concernant le rachis scoliotique idiopathique de l’adolescent sont majoritairement
des clichés radiographiques en position debout et représentatifs à priori de la posture du pa-
tient. Les examens radiographiques étant effectués tous les 6 mois, les variations de courbure
et de posture sont associées à l’évolution de l’équilibre, hypothèse valide en contexte clinique.
Au sens de la physique, on peut considérer que la scoliose correspond à une évolution de
l’équilibre quasi-statique du rachis et le paradigme que nous proposons est basé sur la déter-
mination de cette position d’équilibre mécanique par la recherche d’un minimum énergétique
à partir d’une radiographie à un temps défini. Cette hypothèse aboutit à la description anato-
mique filaire et tridimensionnelle du rachis à partir de la description des énergies internes de
déformation et des travaux des efforts externes par des potentiels énergétiques réactualisés.
Le modèle est résolu par une approche numérique.
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2.2 Hypothèse de l’échelle temporelle des processus évolutifs
Les variations de comportements mécaniques sont en grande partie dues aux propriétés
mécaniques de transfert et de transport des tissus mous tels que les disques intervertébraux,
ligaments et muscles, et des tissus durs tels que les corps vertébraux, plateaux et facettes.
Le remodelage mécanobiologique tissulaire sous sollicitations normales ou pathologiques finit
par boucler le cercle de leurs interactions non linéaires complexes.
L’évolution anatomique et structurale du rachis, et dans le cadre qui nous intéresse, la réponse
mécanique, peut par conséquent, être d’ordres de grandeur très variables. A l’échelle de solli-
citations dynamiques de l’ordre de la seconde, les propriétés tissulaires possèdent des temps
caractéristiques tels que les réponses mécaniques instantanées sont peu ou pas influencées
par les vitesses de sollicitations. A cette échelle, le rachis et ses constituants ont des pro-
priétés mécaniques adaptées aux contraintes dynamiques qui leur sont appliquées : monter
un escalier, porter une charge lourde, s’asseoir ... Dans les segments vertébraux, à ces temps
courts, les transferts fluides au sein des tissus hydratés et perméables de l’interface disque-
corps vertébral ont peu ou pas d’influence sur le comportement mécanique du segment et, par
intégration sur le comportement global, du rachis. Cette échelle temporelle n’interfère donc
pas dans le cadre du modèle énergétique que nous proposons pour aboutir à la détermination
de l’équilibre scoliotique global.
Une deuxième échelle, celle du cycle nycthéméral de l’ordre de 24 heures, peut être mise
en avant dans l’évolution du rachis. Dans une journée le rachis peut en effet perdre jusqu’à 20
mm de hauteur (Ludescher et al. (2008), Zhu et al. (2015)), la récupération étant faite dans
la période nocturne. Les phénomènes poromécaniques, osmotiques et biochimiques sont im-
pliqués dans cette évolution dimensionnelle et comportementale et les variations de hauteurs
des disques intervertébraux en est le témoignage majeur.
Ces cycles de chargements et déchargements mécaniques ont possiblement un impact sur
l’évolution des propriétés mécaniques effectives du disque, et par couplages, sur les stimuli
pouvant intervenir dans l’évolution de la courbure scoliotique. Il s’agit ici d’un questionnement
fondamental constituant un problème mécanobiologique ouvert et pour lequel les données cli-
niques sont très difficilement accessibles. Dans le cadre de ce travail, cette question n’est pas
explorée.
Une troisième échelle temporelle, notée τsemaine, de l’ordre de la semaine, moyenne les
effets journaliers précédemment évoqués. A cette échelle les variations de comportement des
disques intervertébraux à la journée ne sont plus visibles. Ces perturbations sont considérés
comme phénomènes de second ordre dans la méthodologie que nous proposons. Les paramètres
mécaniques extraits du problème inverse (traité en section 2.6) et leur évolution d’un cliché
radiographique à un autre ne sont donc à priori pas altérés par les bruits dus aux variations
à plus petites échelles temporelles. Par ailleurs, τsemaine est suffisamment petit pour pouvoir
observer des variations significatives des propriétés mécaniques du rachis lors des examens
régulièrement effectués tous les 6 mois ; radiographies EOS® faibles doses et éventuellement
IRM. Cette fréquence, déterminée de manière empirique en routine clinique, permet de quan-
tifier l’incrément de courbure scoliotique et de détecter l’évolutivité pathologique si elle a
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lieu. Au-delà de l’évolution tridimensionnelle du rachis caractérisée par les angles de Cobb,
les lordoses et cyphoses et la torsion, on peut observer des modifications de l’anatomie des
disques et de leurs hydratations (Violas et al. (2005)).
La dernière échelle de temps est l’échelle de plusieurs années, période pendant laquelle la sco-
liose a fait l’objet d’un suivi et éventuellement d’un traitement par corset. Une décision est
prise concernant un traitement chirurgical si la déformation s’avère évolutive ou est à risque
d’évolution.
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2.3 Méthodologie d’acquisition des données cliniques par ima-
gerie médicale
Nous décrivons ici la méthodologie d’acquisition et de traitement des données cliniques
issues de l’imagerie médicale. Ces informations constituent un point d’entrée essentiel au déve-
loppement de la méthodologie théorique et numérique de cette thèse. En effet, la connaissance
d’un champ de déplacement permet dans un premier temps d’évaluer les paramètres effectifs
des modèles puis dans un second temps de valider et exploiter un potentiel modèle prédictif.
Les données cliniques sont issues d’examens radiographiques EOS® utilisés en routine pour le
diagnostic et le suivi de la scoliose à l’Hôpital des Enfants du CHU Toulouse. Les patients
sélectionnés ont tous eu un examen EOS® tous les six mois ou un an durant la période d’évolu-
tion de la scoliose avec ou sans traitement orthopédique, et jusqu’à stabilisation ou traitement
chirurgical.
Selon un protocole clinique établi et assez reproductible, l’acquisition de clichés faible dose de
rayon-X, donne en simultané les profils sagittaux et frontaux du patient en position debout.
La figure 2.1 illustre le suivi radiologique d’une scoliose idiopathique évolutive et nécessitant
un traitement chirurgical.
nov 2014 mar 2015 oct 2015 oct 2016 mar 2017
Figure 2.1 – Suivi de l’évolution du rachis scoliotique par EOS® sur des clichés dans le plan
frontal. Il s’agit d’un patient fille de 12 ans en 2014 et de type Lenke 1A. L’angle de Cobb de
40 °évolue à 65°en 2017.
Nous nous intéressons au rachis compris entre la première vertèbre thoracique T1 et la
dernière vertèbre lombaire L5. Le repère global RA est localisé par son origine au milieu
du plateau vertébral supérieur du sacrum S1. La base BA le constituant est orthonormée,
avec le vecteur ex orienté verticalement vers le haut et le vecteur ey orienté horizontalement
vers l’arrière du patient. Le vecteur ez vérifie l’orthogonalité directe de la base, la direction
horizontale étant orientée vers la droite du patient. Les vecteurs ex et ez définissent le plan
frontal (ou coronal), les vecteurs ex et ey définissent le plan sagittal et les vecteurs ey et ez
définissent le plan horizontal (ou axial). Le repère global est illustré sur la figure 2.3. Les
grandeurs qui seront ultérieurement exprimées dans ce repère seront indicées par /RA.
Les repères locaux associés aux vertèbres sont illustrés figure 2.2. Chaque segment verté-
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Figure 2.2 – Imagerie clinique EOS® et paramétrage du modèle filaire biomécanique. (a)
Acquisition frontale à 12 ans (Lenke 1A, 40°d’angle de Cobb) et description anatomique du
rachis, (b) acquisition frontale à 15 ans (65°d’angle de Cobb), (c) paramétrage du segment
vertébral T9-T10, seulement les composantes frontales sont représentées, et la gravité est g,
(d) rappel du référentiel local associé à la vertèbre i.
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bral V Si est défini par une vertèbre inférieure Vi, une vertèbre supérieure Vi+1, ainsi qu’un
disque intervertébral IVi. A chaque vertèbre Vi est associé un repère orthonormal de base
Bi = (exi, eyi, ezi)
T, figure 2.2d. Le vecteur exi relie les centres Oi et O′i des plateaux verté-
braux de la vertèbre Vi. Le vecteur eyi est défini à l’aide du processus épineux de la vertèbre
Vi. Partant du point Oi, il est orthogonal à exi et dans le plan de l’épineuse. Le troisième
vecteur ezi assure la condition de repère orthonormal direct. On peut ainsi définir un repère
spécifique Ri de centre Oi avec une base Bi qu’on appelle Ri(Oi,Bi).
La continuité des déplacements aux interfaces assure l’unicité des points Oi et O′i. L’origine
Oi du repère local est considéré comme le barycentre des points extrêmes discernables sur le
plateau vertébral à partir des clichés de face et de profil du système EOS®.
Le pointage de l’anatomie commence au niveau supérieur du plateau du sacrum S1 et
finit au niveau supérieur du plateau de la première vertèbre thoracique T1. L’information
redondante de la hauteur des vertèbres sur les profils sagittaux et frontaux est utilisée lorsque
la déformation du rachis scoliotique altère la lisibilité anatomique notamment au niveau tho-
racique. Le résultat du pointage est présenté figure 2.3. De plus, pour améliorer la continuité
anatomique des repères, une interpolation polynomiale est associée. Cette interpolation de
degré 7 appliquée selon l’abscisse curviligne permet de mieux respecter la continuité ana-
tomique du rachis en minimisant les fluctuations des pentes et des rayons de courbure ce
qui ultérieurement pourrait avoir un impact sur la fiabilité des grandeurs mécaniques cal-
culées. Les différences entre les positions des centres de plateaux Oi initiaux et interpolées
sont illustrées figure 2.4. On peut observer les très faibles différences en terme de coordonnées
avec possiblement une très légère accentuation dans les zones jonctionnelles de la courbure
scoliotique.
Les étapes de segmentation précédentes permettent de déterminer la position du corps
vertébral et son orientation dans les plans frontaux et sagittaux. Cependant, l’orientation
dans le plan transversal n’est pas déterminée or cette information bien que très importante
pour la description des scolioses idiopathiques de l’adolescent, est difficilement accessible. En
effet, contrairement à un examen par IRM ou scanner, seulement deux plans de projection
orthogonaux et verticaux sont accessibles par le système EOS®. Il faut donc passer par une
identification indirecte utilisant l’anatomie à priori connue des vertèbres. Ainsi, les épineuses
peuvent être repérées dans le plan frontal par une zone d’étendue réduite mais de signal plus
clair correspondant à l’absorption accrue de rayon X. Sans rotation axiale ces zones possèdent
une projection orthogonale sur l’axe transverse de la vertèbre, qui arrive au milieu de ce der-
nier soit le point I de la figure 2.5a. Dans le cas où une rotation est présente, figure 2.5b, en
calculant l’excentricité notée tr de cette tâche blanche par rapport au milieu I, il est possible
de retrouver la rotation transversale de la vertèbre dans le plan global en utilisant les trans-
formations géométriques associées aux bases précédemment explicitées.
Cette méthode de reconstitution paraît plus précise que l’utilisation d’un torsiomètre de Per-
driolle (Barsanti, Christopher et al. (1990)). Le pointage de l’image médicale permet une plus
grande reproductibilité de la mesure, une plus grande précision lors du pointage de l’épineuse
par rapport au pédicule, et certainement une plus grande sensibilité de détection de déplace-
ment de l’épineuse induite par une faible rotation de torsion.
Cette description synthétique associée au dossier clinique et essentielle pour l’implémenta-
31
(a) (b) (c) (d)
Figure 2.3 – Pointage des clichés face et profil d’un examen EOS® montrant la détermination
des centres des plateaux vertébraux Oi (a) sur le profile frontal, (b) sagittal, (c) sagittal après
le fit, ainsi que (d) l’excentricité des processus épineux sur la radiographie frontale.





























Figure 2.4 – Présentation du pointage (a) sagittal et (b) frontal avec un fit polynomial
(rouge) et sans (bleu) selon l’abscisse curviligne s du rachis.
tion de notre méthodologie de modélisation, s’achève par la détermination des positions et
orientations des zones de conditions aux limites du modèle biomécanique. Il s’agit de l’orien-
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(a) (b)
Figure 2.5 – Représentation d’une vertèbre lombaire : (a) sans rotation transversale (b) avec
rotation transversale.
tation de la vertèbre cervicale C7 donc surjacente à la thoracique T1, et de l’orientation du
sacrum constituant la condition limite inférieure puisque sous-jacente à la vertèbre lombaire
L5. Pour la zone sacro-illiaque, nous utilisons l’orientation 3D de la normale au centre du
plateau supérieur du sacrum.
La segmentation des images médicales permettant de déterminer les repères vertébraux, a été
réalisée dans l’environnement Image J (National Institute of Health® USA).
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2.4 Modélisation mécanique du rachis et hypothèses associées
L’hypothèse centrale de la méthodologie consiste à supposer que les corps vertébraux
présentent une cinématique sans énergie de déformation mécanique alors que les autres com-
posants segmentaires et inter-segmentaires tels que les disques, les plateaux vertébraux, les
facettes articulaires, les ligaments, et les muscles sont des entités déformables. Cette hypothèse
est cohérente avec le ratio de plusieurs ordres de grandeur entre les raideurs du tissu osseux
et celles des tissus et zones déformables. Ce raisonnement soutient la proposition d’un modèle
tridimensionnel et filaire du rachis associant des éléments de corps rigides et des éléments
déformables qui seront représentés par des tenseurs mécaniques effectifs.
Le modèle est intrinsèquement construit à partir des données cliniques issues de l’imagerie.
Son paramétrage doit s’efforcer de reproduire l’anatomie du patient et les contraintes phy-
siques appliquées. Ce paramétrage met en place deux systèmes de coordonnées. Le premier
correspond au repère global RA précédemment défini au paragraphe 2.3, et dans lequel on ex-
prime la géométrie du rachis représentée par les positions et orientations des corps vertébraux,
les efforts de pesanteur et les conditions aux limites. Le deuxième système de coordonnées
comprend l’ensemble des repères locaux Ri associés à chaque corps vertébral. Ces repères Ri
permettent la modélisation des énergies mécaniques à l’échelle locale du segment vertébral.
2.4.1 Paramétrage et cinématique du segment vertébral
2.4.1.1 Paramétrage
Le paramétrage du segment vertébral est décrit figure 2.2. La définition des repères locaux
(paragraphe 2.3) est reprise et leur combinaison permet d’établir la logique filaire du modèle.
La non déformation des corps vertébraux permet de définir le vecteur Li liant les deux points
Oi et O′i de la vertèbre Vi et de manière analogue, on définit le vecteur Ti, qui relie le point
O′i du corps vertébral Vi à Oi+1 associé au corps vertébral Vi+1. Mathématiquement, ces
définitions sont traduites par les équations suivantes :
O′i −Oi = Li et Oi+1 −O′i = Ti (2.1)
Par construction, le vecteur Li est exprimé dans le repère local Ri par Li/Ri = (Lvi, 0, 0)T
où Lvi correspond à ce qui sera nommé la longueur de la vertèbre. Dans le repère local
Ri, de même que dans le repère Ri+1, le vecteur Ti n’a pas de représentation simple. Le
disque intervertébral déformé n’a pas de direction principale aisément définie par la géomé-
trie. Cependant, dans l’hypothèse de petites déformations à l’échelle d’un segment vertébral,
en écrivant Ti/Ri = (Tx, Ty, Tz)Ti , on peut associer Tx à un déplacement induit par une com-
pression, Ty et Tz à des déplacements induits par des cisaillements.
Pour la suite du paramétrage ainsi que pour le développement du modèle, il est nécessaire de
connaître la transformation géométrique permettant de passer d’un repère local à un autre,
et de relier chacun d’eux au repère global. Tout vecteur v de l’espace, exprimé dans une base
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Bi+1, peut être exprimé dans la base Bi par la relation (2.2), la matrice Ri étant une unique
matrice de passage.
v/Bi = Riv/Bi+1 (2.2)
Par itération, tout vecteur v de l’espace exprimé dans une base Bi+1, peut également être








La matrice de passage Ri est décomposée en un produit de trois matrices de rotations
car elle définit un passage de base sans translation ni homothétie. Il n’existe pas d’unicité
concernant la décomposition de cette matrice de passage, cependant, afin de relier le problème
géométrique aux énergies mécaniques du modèle, nous avons fait le choix de considérer une
succession de trois rotations élémentaires de la base Bi. Ces rotations autour d’un axe de la
base Bi+1 sont définies les expressions (2.4).
Rezi =
cos θi − sin θi 0sin θi cos θi 0
0 0 1
 , Reyi =
 cosαi 0 sinαi0 1 0
− sinαi 0 cosαi
 , Rexi =




Effectuer successivement ces trois rotations correspond à la multiplication des trois ma-
trices de rotations associées soit :
Ri = Rexi(ϕi)Reyi(αi)Rezi(θi)
Ri =
 cos θi cosαi − sin θi cosαi sinαisin θi cosϕi + cos θi sinαi sinϕi cos θi cosϕi − sin θi sinαi sinϕi − cosαi sinϕi
sin θi sinϕi − cos θi sinαi cosϕi cos θi sinϕi + sin θi sinαi cosϕi cosαi cosϕi

(2.5)
Les trois angles θi, αi, ϕi permettent de caractériser la rotation relative d’une base Bi+1 par
rapport à une base Bi. Ainsi, pour passer d’un repère Ri+1 à un repère Ri, on utilisera la
translation de vecteur Li/Bi + Ti/Bi ainsi que la matrice de rotation Ri. Pour définir Ri,
le choix des séquences de rotations utilisées a un impact sur la valeur des angles calculés.
Toutefois, dans le cas de rotations n’excédant pas 20° dans le plan frontal et sagittal, et
n’excédant pas 10° en torsion, toutes les configurations sont équivalentes ; les écarts étant
inférieurs à 20%. Même dans le cas de scolioses à fort angle de Cobb, les angles respectent
ces critères.
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2.4.1.2 Cinématique du segment vertébral
En considérant la longueur des vertèbres comme un invariant connu, on peut décrire la ci-
nématique d’une vertèbre Vi+1 par rapport à une vertèbre Vi dans le repère Ri, avec le vecteur
ui/Ri = (Tx, Ty, Tz, θ, α, ϕ)Ti . Cette description locale de la cinématique respecte les considé-
rations de déformations mécaniques et énergies associées à l’échelle du segment vertébral. En
effet, elle fait apparaître trois translations pouvant être associées au premier ordre aux forces
de compression et cisaillement, et trois rotations, pouvant être associées au premier ordre aux
moments de flexion et de torsion. Quoiqu’il en soit les effets couplés entre translation-moment
et rotation-force sont également intégrés dans l’approche méthodologique proposée.
Pour décrire le rachis dans sa totalité, on considérera un vecteur u/RL qui sera la concaténa-
tion de tous les vecteurs ui/Ri , et par conséquent, un assemblage de n vertèbres amènera la
dimension de u/RL à n ∗ 6.
Pour décrire la cinématique du rachis dans le repère global, on utilise les coordonnées
des points des milieux des plateaux vertébraux des vertèbres soit Oi et O′i. Cependant, une
des coordonnées n’est pas nécessaire grâce à l’hypothèse de vertèbres non déformables et de
longueurs connues. En connaissant les coordonnées de Oi = (Ox, Oy, Oz)i, et les coordonnées
O′yi et O′zi, et en associant la propriété d’indéformabilité du corps vertébral décrit par la
relation (2.1), on peut déduire la coordonnée O′xi du plateau inférieur par le relation (2.6).
L2vi = (O′x −Ox)2i + (O′y −Oy)2i + (O′z −Oz)2i (2.6)
Pour décrire les positions de n vertèbres dans le repère global, il faut donc un vecteur de
dimension 2n ∗ (2) + n. Cependant, cet ensemble de points n’apporte pas d’information sur
l’orientation de chaque vertèbre dans le plan transversal global. Il faut donc considérer un
scalaire noté tri (transversal rotation) associé à chaque vertèbre i, caractérisant cette rotation.
Nous avons choisi de prendre le produit scalaire du vecteur local associé à l’épineuse eyi avec
le vecteur global ez. Ce scalaire vaut donc 0 lorsque la vertèbre n’a pas de rotation par rapport
au plan global (rachis sain), et se rapproche de 1 lorsque la rotation tend vers π2 .
Par conséquent, le vecteur constitué des coordonnées des points Oi, O′i et du scalaire tri a
une dimension pour un rachis de n éléments de : 2n ∗ (2) + n + n = 6 ∗ n. Par la suite, ce
vecteur sera noté u/RA . Les vecteurs u/RL et u/RA sont de même dimension, et permettent
donc tous les deux de décrire la cinématique d’un rachis. Ils sont bijectivement reliés par la
relation de changement de base (2.3).
2.4.2 Hypothèses et équilibre du rachis par une approche énergétique
Les équations développées dans cette partie servent à modéliser le rachis dans sa tota-
lité, soit le rachis thoracique et lombaire. Elles s’appuient sur une modélisation mécanique
simplifiée dans la description anatomique mais néanmoins biologiquement et physiquement
représentative du réel. La mise au point des équations constitutives est possible grâce à plu-
sieurs hypothèses dont la pertinence est discutée par la suite.
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Les données cliniques accessibles concernant le rachis scoliotique idiopathique de l’ado-
lescent sont majoritairement des clichés radiographiques en position debout. Ces clichés sont
supposés représentatifs de la posture moyenne du patient lorsqu’il se tient verticalement sur
ses pieds. Pour initier et confronter notre modèle à ces données, il est donc nécessaire de
chercher à obtenir cette position.
En considérant le rachis sur une échelle de temps de la semaine, la première hypothèse de
travail est que la position du rachis vérifie un équilibre mécanique. Cela revient à considé-
rer comme valide la première hypothèse thermodynamique d’un système mécanique fermé et
conservatif, en équilibre quasi-statique. Cette hypothèse nous permet de nous focaliser sur la
recherche des positions d’équilibre du rachis, sans passer par une résolution dynamique com-
plète. Ainsi, l’approche mécanique qui suit se base sur la recherche du minimum d’énergie
totale V du rachis. Cette fonction énergie dépend de la géométrie du rachis u et des propriétés
mécaniques p de ses éléments explicitées par après.
La deuxième hypothèse de la mise en équations, consiste à supposer que la réponse méca-
nique du système au cours de l’évolution de la scoliose, qui est possiblement non linéaire par
le comportement des matériaux, les grands déplacements et rotations, puisse être recherchée
sous la forme d’équilibres linéaires successifs. Par conséquent, cela implique que les efforts
associés puissent être déterminés par dérivation spatiale d’un potentiel local.
Par la suite, nous définissons deux variables. Premièrement nous définissons une variable
géométrique qui est définie par le vecteur u, indépendamment du repère dans lequel elle est
exprimée (u/RL ou u/RA). Deuxièmement nous considérons une variable p constituée des
paramètres du problème. Ce vecteur p comprend les valeurs des tenseurs de raideur effectifs
K ainsi que les états de référence u0 associés aux objets vertébraux et intervertébraux des
segments.
Le champ de déplacement du segment vertébral V Si, noté qi correspond à la différence entre
la cinématique ui et l’état de référence u0i . Localement, qi est obtenu par l’équation (2.7) et
globalement il est obtenu par l’équation (2.8).
qi/Ri = ui/Ri − ui
0
/Ri (2.7)
qi/RA = ui/RA − ui
0
/RA (2.8)
L’énergie d’un segment vertébral correspond à la somme de l’énergie potentielle de défor-
mation dans le segment U1, l’énergie potentielle de déformation extérieure associée au segment
U2, et le travail des force extérieures, c’est à dire le poids G, présentée par l’équation (2.9).
V (u,p) = U1(u,p)/RL + U2(u,p)/RA +G(u) (2.9)
Les déplacements et les forces associées aux déformations élastiques entre deux vertèbres
peuvent être décomposés selon trois translations et trois rotations. Pour chacune de ces trans-
lations et chacune de ces rotations, on peut associer une raideur et un état de référence. On
crée ainsi un tenseur de raideur effectif Ki (6× 6) associé aux corps déformables entre deux
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vertèbres.
Il est important de comprendre que ce tenseur ne caractérise pas uniquement la mécanique
du disque intervertébral. En effet, il prend en compte tous les éléments déformables, ayant
une action mécanique entre deux vertèbres. Les ligaments et les muscles doivent donc être
considérés dans le tenseur effectif Ki.





qiT/Ri ·Ki · qi/Ri
)
(2.10)
De nombreux muscles prennent appui sur les vertèbres du rachis et sont reliés à des os
extérieurs au rachis comme le bassin. Les efforts générés par ces muscles ne peuvent être
intégrés à l’échelle locale d’un segment vertébral. De même que précédemment, il faut leur
attribuer un tenseur de raideur effectif qu’on notera Bi. Il est à noter que, contrairement aux
disques intervertébraux qui, de part leur forme, possèdent une raideur en flexion et torsion
non nulle, les muscles plus longilignes, ont presque uniquement une composante de raideur en
élongation conduisant à une potentielle réduction de la taille de la matrice.





qiT/RA ·Bi · qi/RA
)
(2.11)
Pour finir, les actions de pesanteur appliquées sur le rachis en position génèrent une
énergie potentielle G qui peut être exprimée par la distribution de masse corporelle répartie
par niveau vertébral. Ici la littérature donne quelques informations anatomiques (Villemure
et al. (2004)). L’énergie potentielle G présente une forme linéaire associant le vecteur Gi de
composantes mig aux déplacements globaux qi/RA , soit :
G(u) = −Gi · qi/RA (2.12)
L’énergie totale du rachis est donc représentée par l’équation suivante :
V (u,p) = 12
∑
i





qiT/RA ·Bi · qi/RA −
∑
i
Gi · qi/RA . (2.13)
2.4.3 Conditions aux limites du modèle
Pour compléter le modèle, des conditions aux limites doivent être identifiées. Dans un
premier temps, nous avons choisi d’imposer des conditions limites en déplacement aux ex-
trémités de la zone d’intérêt : T1-L5. Elles sont logiquement exprimées dans RA puisque
issues de l’imagerie clinique. La position ainsi que l’orientation des vertèbres T1 et L5 sont
obtenues avec les clichés radiographiques du patient. Ce choix présente l’avantage de faciliter
la résolution du problème inverse présenté en partie 2.6. En effet, imposer des déplacements
aux extrémités rend l’impact des efforts extérieurs associés aux tenseurs B, presque nul. Une
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explication plus détaillée est développée dans la section 3.3. Ceci permet de les retirer des
paramètres mécaniques du modèle.
Cependant, on remarque que la forme du modèle rend possible l’utilisation de conditions
limites différentes. En réalité, uniquement la position et l’orientation du sacrum S1 sont théo-
riquement nécessaires. Cette approche présente toutefois des difficultés supplémentaires liées
au fait qu’elle nécessite une extrémité supérieure du rachis qui soit libre en déplacement.
Or, anatomiquement, ce n’est pas le cas de la première vertèbre thoracique, qui est reliée à
C7. Ces conditions limites seraient pertinentes dans un modèle prenant en compte toutes les
vertèbres du rachis, y compris cervicales.
Nous avons finalement choisi un compromis dans lequel la position de T1 est uniquement
imposée selon ey et ez, restant libre selon ex. Les angles (θ, α, ϕ) formés par T1 et C7 sont
quant à eux imposés car mesurés à partir de l’imagerie clinique.
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2.5 Résolution numérique du problème d’équilibre : problème
dit "direct"
La paramétrisation du problème, développée dans le section 2.4.1, permet une une mise en
équation de l’énergie totale du rachis équation (2.13). Cette équation permet de déterminer
l’équilibre mécanique du rachis, qu’on définit comme étant le problème direct du modèle.
Le problème consiste à trouver une géométrie du rachis u qui, à p connu, minimise l’énergie
totale. Cette géométrie, solution du problème direct, est appelée ueq. Cette position d’équilibre
dépend des propriétés mécaniques du rachis, et donc des paramètres p. On notera donc ueq(p)





∂u = 0 (2.15)
La résolution de cette recherche de minimum s’effectue par méthode numérique et elle est
équivalente à chercher les zéros de la dérivée de V . Cela revient donc à résoudre un système
de dimension dim(u) = 6 ∗ n.
Malgré la possibilité d’exprimer la fonction énergie V , voire même sa dérivée première ∂V∂u , de
façon simple, ce système est fortement non linéaire pour deux raisons. Premièrement, tous les
termes de la fonction énergie ne sont pas exprimés dans le même repère. Ces deux systèmes
de coordonnées cachent une fonction de passage bijective qui est par construction non linéaire
car elle introduit des fonctions trigonométriques développées en section 2.4.
Deuxièmement, les conditions limites imposées sont sources d’une complexité supplémentaire.
Nous avons montré dans le paragraphe 2.4.2 que le vecteur u décrivant la géométrie du rachis
était de dimension 6 ∗ n. Ceci ne prenait pas en compte la condition de déplacement imposé
aux extrémités du rachis. Afin de vérifier la position imposée de T1 et de L5, les coordon-
nées relatives du dernier segment vertébral se déduisent des coordonnées de tous les segments
précédents et de la condition limite, ce qui introduit de nouvelles non-linéarités. Ces fortes
non linéarités empêchent une résolution directe du problème de minimisation par inversion
matricielle, et une méthode itérative est donc nécessaire.
Indépendamment de la méthode numérique de minimisation choisie, la convergence numérique
de l’algorithme est toujours améliorée par le calcul de la dérivée première ∂V∂u appelée jaco-
bienne, et de la dérivée seconde ∂2V
∂u2 appelée hessienne et ces dérivées peuvent être évaluées
numériquement par différences finies. Cependant, la résolution du problème inverse dévelop-
pée ultérieurement, n’est possible qu’avec une extrême rapidité de résolution du problème
direct. Cette condition n’est possible qu’en implémentant analytiquement le calcul de la ja-
cobienne et de la hessienne. Le développement analytique de ces dérivées, bien que long à
implémenter et non décrit dans ce manuscrit, apporte un gain de temps d’un facteur 33 pour
chaque calcul de hessienne : 3 secondes contre 100 secondes pour les différences finies sur un
ordinateur portable.
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Certains solveurs numériques de minimisation peuvent fonctionner sans calcul de la hessienne.
C’est le cas par exemple de l’algorithme de Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shanno (BFGS), la
Truncated Newton Method ou la méthode avec gradients conjugués. Mais après test, ces al-
gorithmes se sont montrés moins performants que ceux choisis, voir incapables de converger
vers un minimum local, compte tenu de la non linéarité de la surface V . L’algorithme de
minimisation utilisé est donc de type Newton et est détaillé sur le graphe fonctionnel figure
2.6.
Fixed parameters   







Geometry     
solution found
YES
Figure 2.6 – Graphique fonctionnel de la résolution numérique du problème direct par mi-
nimisation avec la méthode de Newton.
Les résolutions du problème direct sur cas tests qui sont détaillées plus tard, font apparaître
deux complexités supplémentaires. Premièrement, il n’existe pas un unique minimum global,
et donc, il n’y a pas unicité de la solution au problème direct, figure 2.7. Par ailleurs, la
présence également de maxima locaux, met en évidence la non convexité de la surface d’énergie
V . Cette non convexité, couplée à la non linéarité, rendent la résolution difficile.
Pour pallier ces problèmes, le choix du point de départ noté u0 de l’algorithme de minimisation
est crucial. Pour chaque résolution, nous avons fait le choix d’utiliser les données cliniques
comme point initial. Ceci permet de se placer dans un bassin de convergence à priori proche
des données cliniques, et donc physiologiquement acceptable. En l’absence de guide via le
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vecteur initial u0 on peut voir apparaître des solutions mathématiquement correctes, mais
anatomiquement inacceptables, comme par exemple une inversion entre la zone lordosée et la
zone cyphosée du rachis soit une cyphose lombaire, suivit d’un lordose thoracique.
Figure 2.7 – Illustration de quatre solutions possibles au problème direct pour un cas test
(décrit en section 3.2).
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2.6 Résolution numérique des variables paramétriques : pro-
blème dit « inverse»
Pour rappel, la mise en équation de l’équilibre du rachis met en évidence le rôle de deux
jeux de variables : la géométrie u et les paramètres p. Le choix du vecteur p des variables
paramétriques a un impact significatif sur la détermination de la position d’équilibre et son
choix imposé pour autoriser la résolution du problème direct, peut présenter une robustesse
limitée. En effet, la revue de la litterature du chapitre 1 illustre la variabilité des valeurs asso-
ciées aux paramètres mécaniques des disques intervertébraux, des muscles ou des ligaments du
rachis, et notamment dans le cas d’une pathologie comme la scoliose. Ce manque de valeurs
de référence rend impossible la validation du modèle d’équilibre représenté par le problème
direct présenté en section 2.5. En connaissant les paramètres du modèle, les données cliniques
auraient servies de géométrie de référence pour conforter les résultats du modèle d’équilibre.
L’absence de ces paramètres retourne le problème : les données cliniques ne sont plus consi-
dérées pour l’évaluation, mais pour la construction, c’est à dire comme point de départ à
l’aide duquel les paramètres mécaniques vont être retrouvés ou affinés. Dans cette approche,
les paramètres p constituent les seules variables du problème. On cherche ainsi à determiner
le vecteur p permettant à la position d’équilibre de correspondre à l’anatomie clinique du
rachis. Ce problème dit problème inverse (Tarantola (2005)) est mathématiquement décrit
par l’équation (2.16), où ueq est une géométrie solution de l’équation (2.14), la fonction d est
une fonction distance, établie à partir de la géométrie clinique uc, et s’écrivant sous la forme
(2.17) et la fonction c est une fonction de pénalisation qui peut prendre la forme décrite par
(2.18). Le scalaire n correspond au nombre de segments vertébraux considérés soit 17 dans le
cas d’une modélisation de T1 à L5.
ps = argmin
p
(f(ueq(p),p)) avec f(ueq(p),p) = d(ueq(p)) + c(p) (2.16)








+ ε2(‖u0 − u0prior‖2), (2.18)
Le vecteur u0 est le vecteur caractérisant l’état de référence du rachis, comme évoqué en
section 2.4.1, et le vecteur u0prior traduit une connaissance a priori de cet état de référence.
Dans la littérature, la fonction distance d est la plupart du temps représentée par une
norme, de la forme d(ueq(p)) = ||(ueq(p) − uc)||2. Nous avons fait le choix d’introduire une
matrice S, diagonale, et qui sert à pondérer le poids accordé aux composantes du champ
de déplacement q. Cette pondération sert à modéliser une incertitude sur certaines valeurs
géométriques, et autorise la mise à l’échelle de variables elles aussi sélectionnées. Par exemple,
nous avons montré en partie 2.3 que la détermination clinique de la rotation vertébrale des
vertèbres était imprécise. Cette information peut être mathématiquement prise en compte en
43
rendant les termes associés de S et correspondant à la torsion globale tr légèrement inférieurs
aux autres. Par ailleurs, ces termes tr sont issus d’un produit scalaire, et sont d’un ordre de
grandeur plus petit que les termes de déplacement Tx, Ty ou Tz. Ce phénomène peut donc
être atténué en augmentant proportionnellement les valeurs de la matrice S.
La fonction de pénalisation, c a pour but de restreindre l’espace paramétrique des so-
lutions. En effet, lorsque la dimension de l’espace des paramètres p est élevée par rapport
à la dimension des variables géométriques u, le problème peut avoir un nombre significatif
de solutions numériques et potentiellement cliniquement admissibles. Pour faire face à cette
difficulté, il existe plusieurs stratégies.
L’utilisation d’une métaheuristique adaptée pourrait, a priori, exhiber un extremum local. Ce-
pendant, ces algorithmes sont souvent stochastiques et donc extrêmement coûteux en terme
de temps de calcul. Pour notre problème, une telle solution n’a pas été envisagée.
Il est également possible de réduire l’espace des paramètres en utilisant une fonction, par
exemple polynomiale pour les relier entre eux. Cette solution est numériquement efficace, car
plus l’espace des paramètres est petit, plus les itérations numériques de minimisation sont
rapides. Elle présente cependant le désavantage de ne pas systématiquement garder le sens
physique associé aux paramètres.
Pour conserver le lien entre le vecteur paramètres, et les propriétés biomécaniques, une mé-
thode alternative pour obtenir l’unicité de la solution du problème inverse est l’utilisation
d’une fonction de pénalisation. Cette fonction, choisie pour représenter fidèlement la physique
du problème, peut prendre plusieurs formes et peut également s’appuyer sur des paramètres
choisis "a priori" comme u0prior. Ces a priori, peuvent être cernés à partir de la littérature ou
à partir d’expériences précédentes. Ces choix orientent la résolution du problème inverse vers
des solutions biophysiquement et cliniquement réalistes.
Pour notre modèle, et après plusieurs étapes successives, nous avons mis en évidence que la
résolution était possible sans utilisation d’à priori. Plusieurs fonctions de pénalisations ont
été testées et leurs avantages et inconvénients sont présentés dans le chapitre 3. Les fonctions
visent toujours à homogénéiser les valeurs de raideur des tenseurs Ki afin d’éviter des varia-
tions de plusieurs ordres de grandeur d’un niveau vertébral à un autre. Elles visent également
à contrôler les valeurs du vecteur de position de référence u0 pour demeurer dans des niveaux
de déformations admissibles anatomiquement.
La résolution numérique du problème inverse constitue, au même titre que pour le pro-
blème direct, une recherche de minimum de la fonction f , équation (2.16). Cette minimisation
requiert comme précédemment l’évaluation des dérivées d’ordre un et deux de la fonction f ,
correspondant respectivement à la jacobienne et à la hessienne. La jacobienne du problème
inverse peut être évaluée numériquement par différence finies, cette méthode n’est cependant
pas assez rapide pour envisager le calcul de la hessienne de la même manière. En effet, plu-
sieurs heures de calculs sont nécessaires pour une seule itération.
En revanche, la jacobienne de la fonction f peut être calculée par simple résolution d’un sys-
tème linéaire à l’aide de la méthode des adjoints explicitée ci-dessous. Par souci de lisibilité
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En appelant g(u,p) = (∇uV )(u,p), la définition de ueq pour tout p donne :
g(ueq(p),p) = 0 ainsi ∇p(g(ueq(p),p)) = 0. (2.21)


























, souvent appelé λ, est défini comme étant le vecteur adjoint.
Il est solution d’un système linéaire, rapidement résoluble et donne accès au gradient ∇pf .
L’utilisation de cette méthode implique le calcul de ∂g∂p qui n’était jusqu’ici pas nécessaire. Ce
calcul est effectué analytiquement. Il représente un coût numérique mineur comparé au gain
qu’apporte l’utilisation de la méthode des adjoints par rapport à un calcul par différences
finies. Ce facteur est de l’ordre de dim(p) pour dim(p) > 10.
De même que pour la résolution du problème direct, l’utilisation d’algorithmes de minimisa-
tion fonctionnant sans utilisation de la hessienne ne s’est pas avérée fonctionnelle. Le calcul
de la dérivée seconde de f par rapport à p s’effectue donc par différences finies, la matrice
hessienne est ainsi remplie par colonne. Les déterminations de chaque colonne étant indépen-
dantes, ces opérations peuvent exploiter les propriétés multi-processeurs des ordinateurs pour
obtenir une accélération proportionnelle au nombre de processeurs. Le calcul de la hessienne
n’étant utilisé dans aucune autre boucle algorithmique, il s’agit en effet du calcul le plus
"extérieur" du code, il est accepté un coût temporel plus élevé que pour les autres calculs de
dérivées.
Finalement, le schéma fonctionnel de l’algorithme de Newton mis en œuvre dans notre mé-
thodologie de résolution du problème inverse est représenté figure 2.8.
En dernier lieu, pour évaluer la capacité du problème inverse à converger vers les données
cliniques, le critère décrit par l’équation (2.24), définit la norme adimensionnée de la distance
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Figure 2.8 – Schéma fonctionnel de la résolution numérique du problème inverse amenant à
la détermination des variables mécaniques p.






2.7 Conclusion sur le modèle proposé
Le chapitre 2 présente la méthodologie générale de détermination de l’équilibre du rachis
scoliotique par une approche énergétique. Dans un premier temps les hypothèses générales de
l’approche sont proposées. Il s’agit de considérer le rachis comme un assemblage de structures
de type corps rigides, les corps vertébraux, associés à des structures déformables incluant les
tissus mous et les muscles, l’ensemble conduisant à une modélisation filaire tridimensionnelle.
Le traitement spécifique des données cliniques issues d’imagerie biplanaire par rayon X sert
de guide à l’ensemble de la démarche.
Le comportement considéré comme quasi-statique non-linéaire est approché par une mé-
thodologie itérative de type linéaire par morceaux. La position d’équilibre correspond à la
minimisation de l’énergie mécanique totale, en supposant que tous les efforts dérivent d’un
potentiel local. Ceci permet de mettre en place la notion de tenseur mécanique effectif faisant
le lien entre les éléments de corps rigides et évitant une discrétisation complexe de l’anatomie
et la connaissance des lois de comportement tissulaire in-vivo.
La résolution numérique du problème dit direct permet d’aboutir à la détermination de la
position d’équilibre en utilisant les informations cliniques et des éléments des tenseurs effectifs.
Un algorithme de minimisation de type Newton est utilisé associé au calcul analytique de la
jacobienne et de la hessienne. La résolution du problème dit inverse permet d’aboutir à la
détermination de la position d’équilibre la plus proche des données cliniques et aux termes des
tenseurs effectifs, en utilisant également l’imagerie clinique comme guide. La minimisation de
type Newton est associée à des fonctions de pénalisation et à la méthode des adjoints pour





numériques du modèle énergétique
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Le modèle d’équilibre dont la méthodologie générique a été décrite au chapitre 2 met en
avant deux approches numériques complémentaires alimentées par l’imagerie clinique. Il s’agit
du problème direct, dont la résolution donne la géométrie d’équilibre du rachis, et du pro-
blème inverse, dont la résolution à l’aide d’information clinique, donne accès aux paramètres
mécaniques. Avant de pouvoir exploiter ce modèle sur des cas cliniques réels et d’en utiliser
les résultats à des fins de caractérisation ou d’évaluation de l’évolution de la scoliose, il est
nécessaire de le vérifier sur des cas tests dont les solutions sont à priori connues.
Outre la variabilité possible dans l’acquisition des images par la system EOS®, en lien avec
des écarts au protocole, le modèle mécanique et sa résolution numérique présentent plusieurs
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sources d’erreurs possibles. Il peut s’agir premièrement, des limitations inhérentes aux hypo-
thèses du modèle mécanique, point qui ne sera pas discuté dans ce chapitre. Deuxièmement,
la précision de reconstruction de l’information à partir des données cliniques d’imagerie, mé-
thodologie présentée en section 2.3, et son influence sur la résolution numérique du modèle
énergétique doit être examinée. Enfin, des erreurs liées à de potentielles imprécisions numé-
riques, c’est à dire des erreurs sur le calcul des minima doivent être discutées. Pour étudier
la precision des solutions obtenues, il est également requis de s’attacher à l’étude de l’espace
paramétrique dont la taille joue un rôle important sur les temps de calculs et sur la précision
et la validité des solutions du problème inverse.
Ainsi, ce chapitre commencera dans un premier temps par la description de différentes
méthodes d’optimisation et la pertinence de chacune pour la résolution du problème inverse.
Dans un second temps, la validité des problèmes direct et inverse sera explorée dans un cas test
simplifié de rachis. La confrontation aux données cliniques permettra par la suite d’étudier le
rôle de l’espace paramétrique, le calcul d’incertitudes, la précision numérique des minima et
l’impact des fonctions de pénalisation sur les solutions du problème.
3.1 Méthode de pénalisation et métaheuristique
Le problème inverse concerne l’évaluation des paramètres mécaniques, à partir d’une infor-
mation géométrique filaire et tridimensionnelle décrivant l’anatomie du rachis par l’imagerie
médicale. La méthodologie de résolution de ce problème inverse n’est pas unique, et son choix
dépend d’un nombre significatif de facteurs.
Lorsque la fonction objectif f définit une surjection entre l’espace géométrique et l’espace
paramétrique, la résolution du problème inverse est relativement conventionnelle. Elle repose
sur la minimisation d’une fonction distance d caractérisant l’écart entre une géométrie d’équi-
libre ueq et la géométrie clinique uc. Si la réalité mécanique est parfaitement modélisée, cette
recherche de minimum se transforme en une recherche de zéro, dans la mesure où il existe des
paramètres ps permettant de modéliser de façon exacte la géométrie uc.
Pour le modèle d’équilibre du rachis, l’augmentation des degrés de liberté paramétriques
entraîne la perte de la surjectivité de la fonction f , ce qui par conséquent fait disparaître
l’unicité de la solution ps du problème inverse. Ainsi, deux calculs numériques associés à une
même géométrie clinique, peuvent donner deux solutions paramétriques différentes. Ce cas est
illustré dans la section 3.2. Le problème est alors mal posé, dans le sens où un nombre élevé de
résolutions du problème inverse, donne un nombre tout aussi élevé de solutions ps, associées à
une unique géométrie clinique uc. Or, toutes ces solutions ne sont pas réalistes du point de vue
anatomique. Pour pouvoir donner une pertinence clinique aux solutions du problème inverse,
il est nécessaire de contraindre la résolution, en limitant l’espace des solutions ps. On parle
alors d’optimisation sous contraintes. Pour effectuer une cette optimisation sous contraintes,
deux méthodes sont envisageables.
Premièrement, la minimisation sous contraintes, pour laquelle l’espace des solutions est
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délimité de manière stricte par des encadrements. Cela se traduit par l’équation (3.1) dans
laquelle P est un sous-ensemble de Rdim p définissant les contraintes.
ps = argmin
p∈P
(f(ueq,p)) , avec f(ueq,p) = d(ueq(p)). (3.1)
Cette optimisation est généralement effectuée en utilisant les multiplicateurs de Lagrange.
Les solutions obtenues sont exactes, mais cependant, l’espace P doit être clairement exprimé
et précisément connu. Par exemple, si on cherche des paramètres strictement positifs, on peut




Deuxièmement, on considère la minimisation avec pénalisation dans laquelle l’espace des
solutions n’est pas borné. Une fonction c de pénalisation est ajoutée à la fonction distance d,
comme indiqué dans l’équation (3.3)
ps = argmin
p
(f(ueq,p)) avec f(ueq,p) = d(ueq(p)) + εc(p). (3.3)
La fonction c a pour but de d’orienter les solutions vers une partie de l’espace. La "force"
d’incitation est caractérisée par le réel ε aussi appelé facteur de pénalisation. La fonction de
pénalisation peut donc être vue comme une contrainte "douce", modifiable en forme par la
fonction c et en intensité par le scalaire ε.
Les modifications de forme sont présentées dans la partie 3.5 et le rôle du facteur de péna-
lisation ε fait en général l’objet d’une étude spécifique afin de représenter la "L curve" du
problème, permettant d’évaluer la pertinence de sa valeur.
Pour modéliser l’exemple précédent d’une contrainte de valeur positive pour les para-
mètres, on peut par exemple, choisir une fonction de pénalisation logarithmique, soit :
ps = argmin
p
(f(ueq,p)) avec f(ueq,p) = d(ueq(p))− ε log(p). (3.4)
On observe bien ici, que plus les paramètres se rapprochent de zéro, plus la valeur de la
fonction c est grande, empêchant la possibilité d’atteindre un minimum pour ces valeurs. Cet
exemple illustre l’exclusion de solutions que peut engendrer cette méthode, qui va rejeter
toutes les solutions infiniment proches de zéro, ce qui n’était pas le cas précédemment.
Lorsque les contraintes sur l’espace paramétrique sont clairement identifiées, la première mé-
thode est plus précise et efficace que l’optimisation avec pénalisation. Cependant, la deuxième
méthode est très bien adaptée lorsque les contraintes présentent des indéterminations signifi-
catives. Dans notre cas, le manque d’information concernant les propriétés mécaniques in-vivo
du rachis, guide le choix vers une méthode d’optimisation par pénalisation.
Après avoir défini l’approche théorique choisie pour introduire les contraintes de minimisa-
tion, le choix d’une métaheuristique adaptée au modèle peut être envisagée. La dimension
paramétrique du modèle, supérieure à 50, rend l’approche stochastique peu envisageable. En
particulier, les méthodes de type recuit-simulé ou colonies de fourmi, qui sont attractives car
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pouvant suivre plusieurs minima simultanément, sont rédhibitoires ici, au vu de la taille du
problème considéré. De plus, la forte non-linéarité du problème exclut l’utilisation d’algo-
rithmes sans calcul de hessienne de la fonction objectif f . Par conséquent, l’approche la plus
simple et fonctionnelle identifiée pour la résolution est une méthode itérative via une descente
de gradient de type Newton. Cette méthode, robuste, permet d’obtenir un minimum local
de la fonction f , et plusieurs simulations avec des vecteurs initiaux différents permettent de
discuter l’éventuelle multiplicité des solutions.
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3.2 Evaluation préliminaire de la méthodologie : modélisation
simplifiée de rachis par éléments discrets
Il s’agit ici d’une première évaluation de la pertinence des solutions numériques des pro-
blèmes direct et inverse à partir d’un modèle simplifié de rachis. Le choix initial du vecteur
des paramètres effectifs pc permet de déterminer les positions d’équilibres ueq, solutions du
problème direct. La convergence du problème inverse est par la suite explorée à partir d’une
position d’équilibre précédemment déterminée par le problème direct, mimant ici un jeu de
données cliniques, mais associée à des vecteurs d’essais des propriétés effectives perturbées
de manière aléatoire. La convergence vers les propriétés effectives initiales est discutée par
l’analyse des énergies mécaniques.
3.2.1 Problème direct et multiplicité des positions d’équilibre
Le premier cas test proposé est un assemblage de m éléments déformables reliés par m
éléments rigides, tous identiques mécaniquement et géométriquement et contraints par des
conditions limites symétriques (figure 3.1a). Pour se rapprocher de l’anatomie du rachis, m
est fixé à 17 ce qui correspond au nombre d’IVD dans les zones thoracique et lombaire. Le
comportement dans le plan (O, ey, ez) est étudié.
La géométrie u0 de référence de chaque élément, décrit dans la section 2.4.2, est explicitée
par la relation (3.5) en centimètre pour les longueurs et radians pour les angles. Les tenseurs
effectifs des éléments déformables Ki, i = 1..17, tenseurs décrits dans la section 2.4.2, sont
réduits à la diagonale fixée à 1, relation (3.5), et les effets de pesanteur ne sont pas pris en
compte. Ces paramètres correspondent aux composantes du vecteur pc, par la suite utilisé.
ui0/Ri = (1, 0, 0, 0, 0, 0)
T et Ki = I avec i = 1..m. (3.5)
Les conditions aux limites cinématiques explicitées par la relation (3.6) correspondent à
des encastrements en i = 1 et en i = m, générant un déplacement imposé.
u/RA(1) = (0, 0, 0, 0, 0, 0)
T et u/RA(m) = (25, 0, 0, 0, 0, 0)
T. (3.6)
Dans le contexte d’une application clinique, le vecteur initial u0 de l’algorithme de mini-
misation de résolution du modèle direct est déterminé à partir de la segmentation d’images
médicale. Ici, l’initiation de l’algorithme est un vecteur aléatoire généré par une fonction
aléatoire autour de la position verticale alignée, pour chaque point de l’ensemble (xi, yi, zi),
i = 1..17.
Plusieurs résolutions numériques sont effectuées avec des vecteurs initiaux différents. A l’issue
de 100 calculs, il apparaît que quatre positions d’équilibre distinctes correspondant à quatre
minima de la fonction énergie V existent. Ces équilibres notés ueq1,ueq2,ueq3,ueq4, sont visua-
lisées figure 3.1b. Le temps de résolution est de l’ordre de la seconde, obtenu en 10 itérations,
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(a) (b)
Figure 3.1 – Cas test simplifié avec 17 éléments : (a) schéma simplifié, (b) solutions géomé-
triques d’équilibres.
et la précision de la convergence est connue à 10−14 près.
3.2.2 Problème inverse et utilisation des fonctions de pénalisation
L’initiation de la résolution du problème inverse se fait à partir d’une géométrie d’équilibre
clinique uc issue de l’imagerie EOS, comme précédemment développé dans le chapitre 2.6.
Ceci, adapté au cas test simplifié de rachis, amène à choisir une des positions d’équilibre
précédemment déterminée par le problème direct, soit uc = ueq1. Il est rappelé que uc et pc
sont respectivement des solutions du problème direct et du problème inverse. Le vecteur initial
p0 est généré aléatoirement, chaque composante étant comprise entre 0.5× pc et 1.5× pc et
la fonction de pénalisation c est similaire à celle décrite en partie 2.6.
Le problème est de type déplacement imposé en conditions aux limites et sans terme gravitaire.
Dans ce cas l’énergie mécanique totale est adaptée de l’équation (2.13) pour être réécrite sous
la forme (3.7).
V (u,p) = 12
∑
i





qiT/RA ·Bi · qi/RA . (3.7)
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En notant pγ le vecteur paramètre obtenu par multiplication des raideurs K et B par un











qiT/RA · γBi · qi/RA = γV (u,p). (3.8)





(V (u,pγ)). On observe donc qu’il existe une infinité de paramètres pγ vérifiant la
minimisation d’énergie argmin
u
(V (u,pγ)) = uc ; ceci puisque la méthodologie est effectuée à
déplacement imposé.
Par conséquent, l’absence de terme de pesanteur mène à un problème sous défini. Ce problème
est résolu par la prise en compte des termes gravitaires, qui, comme le montre l’équation
de l’énergie (2.13) du chapitre 2, ajoute un coefficient constant multiplicatif au champ de
déplacement.
Pour limiter le nombre de solutions, au lieu d’introduire la gravité, nous choisissons une
fonction de pénalisation adaptée à ce cas test. Cette fonction de pénalisation apparaissant
dans le couple d’équations (3.9) et (3.10) est adaptée en conséquence en associant un terme
correctif pondéré par un scalaire ε3 contraignant le terme de raideur effective K0,0,0 à rester
dans un voisinage du terme clinique K0,0,0c. Ce terme correctif ne sera par la suite plus utilisé.








+ ε2(‖u0 − u0prior‖2) + ε3(K0,0,0 −K0,0,0c) (3.10)
Pour la suite des développements, les déplacements initiaux, pouvant être associés à des
déformations anatomiques permanentes ou plastiques dans le cas du système biologique réel,
sont identifiés u0. Par contraste, le vecteur u− u0 est associé aux déformations élastiques et
réversibles.
Le deuxième terme de la fonction de pénalisation c, pondéré par ε2, a pour objectif de réguler
l’influence des effets plastiques sur les effets élastiques. En l’absence de ce terme, la résolution
du problème inverse met en avant un modèle test, et donc ultérieurement un rachis, où la
totalité des déformations seraient plastiques, entraînant une énergie totale de déformation
nulle, et une coïncidence parfaite (aec = 0) avec la géométrie clinique. Ce terme doit donc
être pris en compte pour trouver des solutions réalistes.
Enfin le premier terme de la fonction c, pondéré par ε1 a pour but de lisser les variations de
raideurs effectives entre éléments discrets du modèle, et donc ultérieurement observables au
sein des segments vertébraux dans le comportement in-vivo réel. En l’absence de ce terme, la
résolution du problème inverse donne toujours une convergence géométrique parfaite (aec = 0)
au prix parfois de fluctuations significatives de raideurs qui ultérieurement lors des applica-
tions au rachis, pourront être difficilement admissibles de point de vue anatomique.
La convergence du problème inverse sur ce cas test avec cette fonction de pénalisation est
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illustrée figure 3.2. La précision de la solution est de l’ordre de 10−8, la géométrie solution
ueq est atteinte avec un critère de qualité aec = 10−7 en seulement douze itérations. Les
paramètres solution du problème inverse ps sont identiques à pc avec une précision de 10−7.
Dans ce cas test, pc est complètement connu et maîtrisé puisque correspondant aux données
initiales du problème direct, notamment le tenseur effectif K, diagonal et d’intensité 1. La
distribution d’énergie dans le cas test, obtenue par la résolution du problème inverse avec
pénalisation, est donc identique à celle "clinique", figure 3.3.
Pour mettre en avant le rôle de la fonction de pénalisation c dans notre cas test, nous avons
résolu le problème sans fonction de pénalisation. L’infinité de solutions possibles complexifie
la convergence numérique, comme illustré sur le figure 3.4.
Cependant, une fois la convergence obtenue, la géométrie d’équilibre ueq associée est parfaite-
ment superposée à la géométrie clinique uc, avec aec = 0. Par ailleurs, les paramètres solution
ps sont différents de pc et ceci est illustré par la répartition de l’énergie totale de déforma-
tion, figure 3.3. La distribution d’énergie de déformation dans chaque segment est présentée
avec des cercles bleus pour la solution clinique de référence, avec des triangles rouges pour la
solution obtenue avec une fonction de pénalisation, et avec des croix vertes pour une solution
sans fonction de pénalisation.
Les phénomènes de scaling évoqués précédemment ont été annulé ici après résolution. Pour
cela, nous avons modifié les raideurs du tenseur K par un terme multiplicatif γ de sorte que
l’énergie totale de déformation du rachis soit la même dans les deux résolutions. Les variations
observées entre la distribution clinique (cercles) et la distribution sans pénalisation (croix)
correspondent à des changements au niveau des segments vertébraux, dans la répartition de
la déformation. En effet, l’absence de fonction de pénalisation permet toutes les combinaisons
possibles entre l’état de référence u0 et le tenseur de raideur K pour obtenir un déplacement
précis. Dans notre cas test, les variations associées sont aléatoires et liées à des oscillations
dans ces combinaisons.
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Figure 3.2 – Courbe de convergence du problème inverse appliqué au cas test à 17 éléments,
avec une fonction de pénalisation c. A gauche le logarithme de la norme du gradient de la
fonction coût f , à droite, la fonction coût f , , en fonction du nombre d’itérations.
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Figure 3.3 – Etude de l’influence d’une fonction de pénalisation du problème inverse (IP),
mesurée par la fluctuation de la distribution d’énergie totale V . Les cercles bleus représentent
la distribution "clinique", les triangles rouges la distribution obtenue avec pénalisation c, les
croix vertes la solution sans pénalisation.
57
Figure 3.4 – Courbe de convergence du problème inverse appliqué au cas test à 17 éléments,
sans fonction de pénalisation c. A gauche le logarithme de la norme du gradient de la fonction
coût f , en fonction du nombre d’itérations, à droite, la fonction coût f , en fonction du nombre
d’itérations.
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3.3 Influence de la dimension de l’espace paramétrique sur la
résolution d’un cas clinique
La complexité des tests de robustesse effectués sur le modèle progresse par la confrontation
à un cas clinique de scoliose idiopathique. Les données cliniques ont été extraites d’une étude
monocentrique approuvée par le comité d’éthique du CHU de Toulouse. Il s’agit d’une patiente
suivie de l’âge de 13 ans à 15 ans pour une scoliose Lenke 1A puis opérée par arthrodèse
vertébrale postérieure T2 – L2. L’évolution de la courbure scoliotique dans le plan frontal a
été précédemment illustrée en partie 2.3, figure 2.1. Le premier cliché radiographique EOS®
en 2014, montre une scoliose avec 40°d’angle de Cobb, qui évolue à 65°en 2016.
L’objectif de cette section est de quantifier l’influence du nombre de paramètres np = dim(p),
sur la pertinence du modèle numérique à reproduire la réalité clinique. Les valeurs de np
qui ont été choisies sont 4, 68 et 119 paramètres. Les premiers tests ont été appliqués sur
les données cliniques de 2014 et le modèle de rachis comprend 17 composants, rigides et 17
composants déformables.
3.3.1 Justification des modélisations
Le vecteur u0 définit un état de référence du rachis exempt d’énergie de déformation, et
chaque composante de ce vecteur est associée à un segment vertébral. Ce vecteur correspond
à la configuration spatiale des structures déformables, IVD, ligaments, muscles, sans charge-
ment, et pour les structures rigides, c’est-à-dire les corps vertébraux, il permet de prendre en
compte les asymétries anatomiques.
Les informations issues de l’imagerie cliniques uc, ne permettent pas de connaître cette ci-
nématique en état de contrainte initiale nulle. Aussi des options doivent être prises pour
approcher cet état, options étayées par la littérature ou par la pratique clinique. Ici, les com-
posantes de compression de u0 ont été fixées à 1.1uc. Ce choix est basé sur les variations de
taille moyenne des individus entre le jour et la nuit observées par Ludescher et al. (2008), Zhu
et al. (2015) ainsi que par la variation de taille observée chez les astronautes après plusieurs
mois en apesanteur. Bien que ces variations ne soient pas associées à l’échelle de temps qui
nous concerne, problématique justifiée au chapitre 2 paragraphe 2, elles demeurent parmi
les seules informations permettant d’évaluer l’état des corps intervertébraux en l’absence de
contraintes.
Pour les composantes en rotations (θ, α, ϕ), donc associées aux moments, u0 a été fixé à
0.5 ∗ uc. Ce choix et son impact sur les solutions du problème inverse seront discutés dans la
partie 3.5 de ce chapitre.
La modélisation considère tous les objets déformables comme identiques du point de vue
mécanique et seuls les termes diagonaux du tenseur effectif K sont considérés. Les termes
associés aux compressions, axe exi, et moments selon exi, eyi et ezi sont pris en compte. Les
termes de cisaillement selon eyi et ezi ne sont pas retenus dans un premier temps car il est
estimé qu’anatomiquement les mouvements associés au cisaillement sont peu présents dans le
rachis scoliotique, ou du moins très difficiles à déterminer par l’imagerie clinique.
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Les forces liées aux muscles attachés au rachis, agissent de façon globalement symétrique,
sous forme de haubans afin de maintenir le rachis érigé. Leurs actions globales se traduisent
par des effets de rotation solide sur l’ensemble du rachis, avec le bassin comme point d’ancrage.
Les conditions aux limites cinématiques imposées en T1 et S1, partie 2.4.1, rendent inutiles
l’implémentation des efforts de rappel en rotation solide. Ce dernier point amène à ne pas
considérer le tenseur B dans le développement de ce test.
Des évolutions anatomiques ont pu être observées au niveau musculaire lors du développement
des scolioses idiopathiques des adolescents, et ces évolutions concernent majoritairement les
muscles multifides (Chan et al. (1999)). Ces muscles ont des actions relatives d’une vertèbre
à celle sus ou sous jacente, de ce fait, leurs actions sont intégrées dans le modèle énergétique
globalisé. Les variations possibles de leur propriétés mécaniques sont ainsi prises en compte
dans le tenseur équivalent K.
Finalement, pour ce test, les composantes du vecteur p pour un segment sont au nombre de
quatre : la raideur effective associée à la cinématique de compression, les raideurs associées à
la cinématique de rotation.
3.3.2 Modèle à 4 paramètres
Dans une première étape de validation, les composantes des tenseurs effectifs sont consi-
dérées identiques pour les 17 segments. La dimension np de p est alors 4. Les paramètres de
départ pour la résolution du problème inverse sont choisis à l’aide de travaux précédents sur
des matrices de raideurs associées aux disques intervertébraux (Stokes et al. (2002)). Ainsi,
p0 = (2 ∗ 106, 102, 102, 102)T est le point de départ de l’algorithme de minimisation, les unité
sont N.m−1 pour les raideurs de translation et N.m.rad−1 pour les raideurs de rotation. Au-
cune fonction de pénalisation n’est ici considérée.
La solution du problème inverse obtenue après 35 itérations est présentée figure 3.5. La so-
lution d’équilibre des paramètres solution ps est illustrée figure 3.6 et possède un critère de
qualité de aec = 0.72.
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Figure 3.5 – Courbe de convergence du problème inverse à 4 paramètres. Patient de 12 ans
en 2014, 40°d’angle de Cobb et type Lenke 1A.
Figure 3.6 – Géométrie du rachis clinique (croix vertes) et solution d’équilibre après ré-
solution du problème inverse avec 4 paramètres (cercles bleus). Patient de 12 ans en 2014,
40°d’angle de Cobb et type Lenke 1A.
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3.3.3 Modèle à 68 paramètres
L’amélioration de la pertinence clinique du modèle passe par l’augmentation de dimension
de p. Tout en conservant 4 termes diagonaux par segment vertébral dans K, ceux-ci sont
différenciés selon les étages. Ceci mène donc à une dimension np de p égale à 4 ∗ 17 = 68
paramètres. La fonction de pénalisation comporte uniquement le premier terme de l’équation
(2.18) et la position d’équilibre ueq est illustrée figure 3.7.
La résolution du problème inverse sur cet espace paramétrique s’avère être plus longue puisque
effectuée en 48 itérations mais avec un critère de qualité nettement amélioré, aec = 0.04. Les
courbes de convergence sont présentées figure 3.8.
Figure 3.7 – Géométrie du rachis clinique (croix vertes) et de la solution d’équilibre après
résolution du problème inverse avec 68 paramètres (cercles bleus). Patient de 12 ans en 2014,
40°d’angle de Cobb et type Lenke 1A.
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Figure 3.8 – Courbe de convergence du problème inverse à 68 paramètres. Patient de 12 ans
en 2014, 40°d’angle de Cobb et type Lenke 1A.
3.3.4 Modèle à 119 paramètres
Cette troisième étape de validation s’efforce d’évaluer la pertinence de la prise en compte
de la cinématique de référence u0 qui est ainsi incluse dans les paramètres. La "plasticité"
de rotation des segments vertébraux (θ0, α0, ϕ0) a été intégrée aux paramètres du problème
inverse. Ceci ajoute donc 3 ∗ 17 = 51 paramètres, pour une dimension paramétrique totale
de 68 + 51 = 119. L’état de référence concernant le déplacement en compression n’a pas
été intégré dans les paramètres, car nous verrons par la suite les limitations concernant ces
valeurs.
La position d’équilibre ueq associée à ps est illustrée figure 3.9. Les courbes de convergence du
problème inverse sont présentées figure 3.10. On remarque que la convergence est plus longue
que pour les cas précédents puisque effectuée en 92 itérations, mais que le critère de qualité
est une nouvelle fois amélioré avec aec = 8 ∗ 10−3. Cela se traduit par une quasi impossibilité
de distinction entre les positions d’équilibre clinique uc et simulée par le modèle ueq.
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Figure 3.9 – Géométrie du rachis clinique (croix vertes) et de la solution d’équilibre après
résolution du problème inverse avec 68 paramètres (cercles bleus). Patient de 12 ans en 2014,
40°d’angle de Cobb et type Lenke 1A.
Figure 3.10 – Courbe de convergence du problème inverse à 119 paramètres. Patient de 12
ans en 2014, 40°d’angle de Cobb et type Lenke 1A.
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3.3.5 Discussion du modèle
Les résolutions successives du problème inverse pour plusieurs espaces paramétriques
mettent en évidence l’importance du choix de cet espace : l’accroissement des temps de conver-
gence associé à l’augmentation du critère de qualité, va de pair avec l’augmentation de la taille
de l’espace paramétrique.
Il a été choisi de passer d’un espace de dimension 4, à un espace de dimension 68 avec une
fonction de pénalisation. Ce saut dans la dimension est en lien avec l’anatomie sous-jacente
au modèle. En effet, les dix-sept segments vertébraux sont à priori différents en termes d’ana-
tomie et de comportement mécanique. On passe d’une modélisation très simplifiée où tous
les objets déformables sont identiques, à une modélisation quasi réelle, où ils ont tous des
caractéristiques mécaniques différentes.
Pour éviter ce saut dans la méthode de représentation, et dans le nombre de paramètres du
modèle, une alternative consistant à établir une équation de liaison entre paramètres peut être
proposée. Prenons par exemple une fonction continue polynomiale exprimant une dépendance
entre les tenseurs effectifs K0,0,i. Pour un degré n, la dimension de l’espace paramétrique est
(n + 1) ∗ 4 ; 4 correspondant au nombre paramètres requis pour obtenir les termes recher-
chés du tenseur effectif. Un polynôme de degré 4 donne une dimension globale de p de 20.
Cette progressivité dans l’accroissement de dimension présente l’avantage d’une résolution
plus rapide par la diminution du nombre de paramètres et par la suppression de la fonction
de pénalisation. En revanche la prise en compte de variabilités anatomiques et biologiques
semble peu réaliste pour rendre compte d’une problématique clinique réelle. En effet, il parait
peu probable que des structures et tissus asymptomatiques et surtout, dans les cas patho-
logiques, puissent suivre des lois évolutives simples. Une fonction polynomiale par exemple,
ne permet pas l’existence de gradients locaux de raideur effective ce que permet la fonction
de pénalisation couplée à une description mécanique différenciée localement à l’échelle du
segment. Finalement, l’équation (2.18) développée en partie 2.6 permet cette modulation de




La résolution du problème inverse présente des incertitudes, qu’il est possible, à priori,
de classer en trois groupes. Il s’agit premièrement de la validité méthodologique d’une mini-
misation d’énergie mécanique qui est notre hypothèse de travail mais qui peut présenter des
limitations lorsqu’elle est confrontée à une réalité clinique. Ce point ne sera pas discuté dans
ce chapitre mais abordé en conclusion de la thèse. Deuxièmement, les imprécisions de trai-
tement des données cliniques disponibles, peuvent amener des limitation à la méthodologie,
point présenté en section 2.3. Troisièmement, les erreurs liées à de potentielles imprécisions
numériques notamment lors des calculs itératifs de minima qui peuvent aboutir à un cu-
mul d’erreurs. Il apparaît que le second point puisse présenter des incertitudes importantes
comparativement aux aspects numériques, avec un impact significatif sur la robustesse de la
méthodologie générale.
Nous nous attacherons donc dans un premier temps, à évaluer les erreurs de segmentation
des images médicales (radiographies EOS®), puis nous quantifierons l’impact de ces erreurs
sur les solutions du problème inverse. Nous exposerons trois méthodologies de propagation
d’incertitudes et discuterons de leur pertinence en association au modèle mécanique du rachis
scoliotique. Nous quantifierons les erreurs numériques sur les calculs itératifs des problèmes
direct et inverses, afin de les minimiser. Finalement, l’influence des fonctions de pénalisation
sera examinée.
3.4.1 Méthodologie de propagation d’incertitudes et application clinique
Dans ce paragraphe, une réflexion est menée sur les méthodologies envisageables pour
l’étude des incertitudes associées à la résolution du problème inverse.
3.4.1.1 Méthodologie directe
Dans une configuration où le modèle physique utilise en entrée une donnée scalaire, ici
clinique, uc, faisant intervenir une unique mesure réelle et donnant en sortie une solution ps,
la méthodologie pour évaluer les imprécisions de mesure ainsi que leur impact est relativement
simple. Elle consiste à effectuer une grande série de mesures uc, sur lesquelles le modèle est
appliqué pour d’obtenir une série de valeurs solutions ps. Les imprécisions d’entrée et de sortie
sont respectivement quantifiées par leurs moyennes ūc et p̄s et par leurs écarts types σuc et
σps .
Pour le modèle de rachis scoliotique, l’espace d’entrée est constitué de 34 mesures par
plan de projection (frontal, sagittal), et 17 mesures pour l’évaluation de la rotation verté-
brale. L’espace de mesure uc n’est plus scalaire mais vectoriel de dimension 51. Si l’on montre
que chaque composante du vecteur géométrie uc n’impacte qu’un nombre limité de compo-
santes, c’est à dire, une ou deux composantes du vecteur paramètre solution ps, la méthode
précédemment décrite peut être envisagée pour chaque composante de uc. En considérant que
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10 mesures par point suffisent pour obtenir une moyenne ūc et un écart type σuc significatifs,
10 pointages, soient 10 ∗ (34 + 34 + 17) = 850 mesures sont nécessaires. L’association à 10
résolutions du problème inverse permet de déterminer p̄s, et σps .
En revanche, en l’absence d’un lien bijectif, ce nombre de mesure devient éminemment
supérieur. Par exemple, une variation dans le placement de la vertèbre T2 associée aux seg-
ments V S1 et V S2 présentés au chapitre 2, peut engendrer, suite à la résolution du problème
inverse, une variation de raideur effective du segment vertébral L2-L3. En appliquant succes-
sivement la méthodologie à chaque composante du vecteur uc, 1034 mesures sont nécessaires
pour décrire l’espace des imprécisions géométriques. On se retrouve ainsi confronté à deux
limitations majeures pour la propagation des incertitudes. Premièrement, l’espace d’entrée de
ces incertitudes ne peut plus être simplement décrit par 10 géométries et deuxièmement, il
n’est plus possible d’appliquer le problème inverse de manière exhaustive à toutes les géomé-
tries possibles.
3.4.1.2 Méthodologie directe avec description Bayésienne
Dans le cas d’un modèle avec un espace d’entrée vectoriel de grande dimension, pour lequel
les incertitudes de mesures ne sont pas aisément modélisables car le modèle est non bijectif, il
est possible d’utiliser une méthodologie inspirée du formalisme bayésien pour la quantification
de la propagation d’incertitudes. Cette méthodologie est développée afin de limiter le nombre
de mesures nécessaires pour évaluer les incertitudes des entrées, lorsque le coût au sens large
de chaque mesure, est important.
Comme précédemment, on suppose que l’incertitude caractérisant chaque point de mesure,
c’est à dire chaque composante de uc, peut être représentée par une moyenne ūc et un écart
type σuc , et que ces valeurs statistiques peuvent être obtenues avec 10 pointages. Une loi de
probabilité fpg, par exemple une loi normale gaussienne centrée sur ūc et d’écart type σuc ,






exp(−0.5 ∗ (uc − ūc
σuc
)2). (3.11)
En utilisant cette fonction, il est alors possible de générer aléatoirement des géométries cli-
niques réalistes, en s’appuyant pour chaque composante de uc sur la fonction fpg.
Comme précédemment le problème inverse est résolu pour chaque géométrie. Le nombre
de résolution à effectuer est plus faible que 1034, grâce à l’utilisation d’une loi de probabi-
lité cohérente qui réduit l’espace des géométries réalistes. Le nombre de résolutions devient
suffisant lorsqu’un régime asymptotique du vecteur des paramètres ps recherchés est atteint.
Cette méthode attractive se heurte cependant au temps de calcul de résolution du problème
inverse. Dans notre cas ce temps échelonné entre une et deux heures pour chaque nouvelle
géométrie rend peu réaliste son application avec des moyens informatiques conventionnels.
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3.4.1.3 Méthodologie inversée ou étude de sensibilité
La troisième solution alternative s’inspire de la méthodologie décrite précédemment, mais
en inversant le sens de propagation, et donc de résolution numérique. En effet, nous avons
montré précédemment que le temps de calcul du problème inverse était une limitation de la
méthodologie : partir d’une géométrie clinique uc pour obtenir des paramètres ps est coûteux.
Or la résolution du problème direct qui consiste à utiliser un vecteur de paramètres d’entrée
pe, pour obtenir la position d’équilibre ueq, est immédiate puisque de l’ordre de la seconde.
Cette asymétrie en coût de calcul peut être exploitée en inversant le sens d’analyse. Pour
mener à bien cette méthode, il faut supposer des imprécisions sur le nouveau vecteur d’entrée
pe. Ces imprécisions sont caractérisées par une loi de probabilité qu’on choisit normale, à
laquelle on affecte, pour chaque composante, une valeur moyenne p̄e et un écart type σpe . La
valeur moyenne est issue du problème inverse effectué avec ūc obtenu après 10 pointages. La
valeur de σpe est dans un premier temps arbitraire soit σpe = 0.1 ∗ p̄e.
A partir de 104 résolutions du problème direct, on observe un régime asymptotique dans
les distributions sur les composantes de ueq et ces distributions asymptotiques s’avèrent être
gaussiennes. On obtient ainsi la fonction de répartition de la géométrie ueq dont on peut
évaluer les caractéristiques statistiques : moyenne ūeq, écart type σueq ou déciles. En compa-
rant l’écart type obtenu σueq avec l’écart type de mesure clinique σuc , on évalue la pertinence
de l’écart type σpe choisi pour les paramètres pe. En ajustant ces derniers via un procédé
itératif dichotomique, il est possible de parvenir à σueq = σuc . On choisit alors d’utiliser la
distribution sur les paramètres pe ayant abouti à cette égalité, comme incertitude de l’espace
paramétrique.
Il est important de noter que cette méthodologie n’est pas équivalente à la méthode conven-
tionnelle de propagation directe de l’incertitude. Sa limitation majeure vient de l’hypothèse
sous-jacente qui est que les composantes de pe sont toutes indépendantes, ce qui n’est à priori
pas vrai pour notre problème.
En effet, il parait par exemple logique que pour converger vers une géométrie clinique, la pro-
babilité P(p2|p1) soit différente de la probabilité P(p2), en particulier lorsque P(p1) ≈ 0. Ainsi,
le travail mené par la suite avec cette méthodologie est, sous certains aspects, plus proche
d’une étude de sensibilité. Le lien avec l’incertitude de pointage clinique n’est cependant pas
inintéressant, et, à défaut d’une autre méthode utilisable, nous utiliserons les résultats de
cette méthodologie qualitativement pertinents pour la propagation de l’incertitude de mesure
clinique.
Nous avons identifié que pour quantifier la propagation des incertitudes associées à des
imprécisions de mesure, une dizaine de pointages suffisait. Avec ces pointages, nous pouvons
définir une enveloppe géométrique d’incertitudes, qui, par analyse inversée, permet de calculer
une enveloppe d’incertitudes sur les paramètres p. L’utilisation du problème direct dans la
méthode présentée précédemment, rend impossible toute prise en compte d’imprécision sur
les vertèbres T1 et S1 qui sont considérées comme des conditions limites du problème et ne
sont donc pas dans le vecteur ueq. Pour rester cohérent avec la méthode, nous n’avons donc
pointé qu’une seule fois ces vertèbres extrêmes. Leur position a été systématiquement ajoutée
sur les radiographie avant chaque début de mesure.
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Il faut noter que dans les méthodes présentées, l’écart type est utilisé pour définir les enve-
loppes géométriques et paramétriques. Il est souvent plus cohérent d’utiliser les déciles de
l’échantillon pour quantifier ces enveloppes et c’est ce que nous ferons par la suite.
3.4.1.4 Application de la méthodologie de propagation inverse au cas clinique
Nous appliquons maintenant la méthodologie de propagation inverse (de la section 3.4.1.3)
sur le cas clinique présenté en partie 3.3. Les enveloppes géométriques d1 et d2 associées aux
déciles de 10 pointages sur des radiographies sont caractérisées par une largeur le de 3.5 %





Pour illustrer la résolution de la méthodologie de propagation inverse, nous avons tracé sur
la figure 3.11 les enveloppes géométriques d1 et d2 générées par un fort écart type de 20 %
sur les paramètres soit σp = 0.2 ∗ p̄. Ces enveloppes possèdent une largeur le maximale de 17
% de la géométrie moyenne, elles sont donc bien supérieures à celles mesurées par pointages
successifs.
Après plusieurs itérations, nous avons mis en avant qu’un écart type σp de 4.5 % de la va-
leur moyenne sur les paramètres permettait d’obtenir des enveloppes géométriques similaires
à celles mesurées. Nous pouvons donc définir l’enveloppe d’incertitude sur les paramètres ps
à environ 4.5 % de leur valeur moyenne.
Ces imprécisions sur l’espace paramétrique sont admissibles et soutiennent la crédibilité de
la méthodologie énergétique proposée dans ce travail. En effet, obtenir une trop grande en-
veloppe d’incertitude sur les paramètres ps, signifie que le modèle est trop sensible, et donc
que les imprécisions de mesure altèrent trop fortement le signal solution. Les évolutions bio-
mécaniques, au sens large, du processus scoliotique sont alors trop incertaines et l’apport au
contexte clinique manque de fiabilité. A contrario, obtenir une enveloppe trop étroite sur les
paramètres, signifie une modélisation peu sensible aux variations in-vivo. Dans ce cas, les
variations de la géométrie associées à l’évolution scoliotique risquent de ne pas être visibles
sur les paramètres mécaniques du modèle. Les calculs de propagation d’incertitudes sur le
cas clinique présenté mettent en évidence une sensibilité intermédiaire soit un écart type
géométrique de 3.5 % pour un écart type paramétrique de 4.5 % de la valeur moyenne.
3.4.2 Erreurs numériques sur les calculs de minima
En introduction de la partie 3.4, nous avons évoqué les imprécisions de résolution liées
aux limitations numériques. En effet, pour obtenir la solution du problème inverse, plusieurs
résolutions intermédiaires sont nécessaires. Ces résolutions numériques laissent place à une
imprécision que nous détaillerons dans cette section, et que nous essayerons de minimiser par
une analyse théorique.
69
Figure 3.11 – Enveloppes sur la géométrie d’équilibre ueq associées à une distribution gaus-
sienne d’écart type σp = 0.2∗p̄. Enveloppe inférieure d1 en cercles rouges, enveloppe supérieure
d2 en triangles bleus. Patient de 12 ans en 2014, 40°d’angle de Cobb et type Lenke 1A.
3.4.2.1 Contexte de la résolution des problèmes direct et inverse
La résolution du problème direct, décrit en section 2.5, fait intervenir une recherche de
minimum. Pour rappel, le problème direct se résume mathématiquement par l’égalité (3.13),




L’obtention de ce minimum s’effectue à l’aide d’un algorithme itératif de Newton. Ainsi, la
géométrie équilibre ũeq solution numérique du problème direct que nous obtenons, n’est pas
analytiquement exacte. Son degré de précision ξ1, se traduit par l’égalité (3.14) avec ueq
solution théorique exacte exprimée par l’équation (3.13).
ũeq(p) = ueq(p) +O(ξ1). (3.14)
Après avoir défini les imprécisions de calcul associées à la résolution du problème direct,
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il est nécessaire d’analyser leur impact sur la solution du problème inverse, ainsi que sur sa
résolution. Le problème inverse, présenté en section 2.6, est mathématiquement décrit par
l’équation (3.15), associant la fonction distance d(ueq(p)) exprimé par l’équation (3.16), S
étant une matrice de sensibilité fixée.
ps = argmin
p
(f(ueq,p)) avec f(ueq,p) = d(ueq(p)) + c(p), (3.15)
d(ueq(p)) = (ueq(p)− uc)T · S · (ueq(p)− uc), (3.16)
Comme précédemment, en notant f̃ la fonction objectif du problème inverse, numériquement
calculée avec un algorithme itératif de Newton, on remarque l’égalité présentée par l’équation
(3.17). Elle provient du développement du produit matriciel effectué en (3.18),
f̃(p) = f(p) +O(ξ1) (3.17)


















(ueq(p)− uc)lSl,k(ueq(p)− uc)k +O(ξ1) (3.20)
= (ueq(p)− uc)T · S · (ueq(p)− uc) +O(ξ1) (3.21)
Le passage par la fonction argmin conserve la précision à condition d’avoir les valeurs propres
de la hessienne de la fonction f de l’ordre de 1, ou supérieur. Ainsi, la solution réelle du
problème inverse p̃s, obtenue par minimisation numérique à l’aide d’un algorithme de Newton
dont le degré de précision de résolution est de ξ2, est présenté par l’équation (3.22) :
p̃s = ps +O(ξ1) +O(ξ2). (3.22)
Les degrés de précision obtenus sur le problème direct étant généralement bien meilleurs
que ceux obtenus pour la résolution du problème inverse approximativement ξ1 ' 10−14 et
ξ2 ' 10−7, la limitation dans la précision provient de ξ2. Finalement, on peut évaluer les
imprécisions du problème inverse par la relation (3.23).
p̃s = ps +O(ξ2) (3.23)
3.4.2.2 Discussion sur les erreurs numériques
Il est utile d’expliciter la perte de plusieurs ordres de grandeur de précision lorsque que l’on
passe du problème direct au problème inverse. Cette analyse est également nécessaire pour
optimiser cette précision. Nous avons montré dans la section 2.6 que la résolution numérique
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du problème inverse requérait l’évaluation de la dérivée première (jacobienne) et seconde
(hessienne) de la fonction objectif f à minimiser. La jacobienne est calculée en utilisant la
méthode des adjoints. Bien que cette méthode présente également des imprécisions, celles-ci
ne sont pas quantifiables car intégrées dans l’hypothèse d’utilisation décrite par l’équation
(2.21). En notant Jf la jacobienne f par rapport à p, nous supposons donc par la suite
que cette fonction numériquement approchée, se distingue de sa valeur exacte par la relation
(3.24).
J̃f = Jf +O(ξ1) (3.24)
La hessienne de la fonction f , notée Hf est cependant évaluée par différences finies. Ce calcul
implique le choix d’un pas ξ3 qui définit la précision de l’évaluation. Il est alors intéressant de
calculer la valeur optimale à choisir pour ξ3 afin d’optimiser la résoluton du problème indirect.
Pour les développements, qui suivent et afin de simplifier les notations et la compréhension,
on se place dans un cas où la fonction objectif n’a pas de fonction de pénalisation c(p). Ainsi,
la fonction J̃f ne dépend que de ueq(p). On définit l’application Jf ∗ à l’aide de l’équation
(3.25).
Jf ∗ : p 7→ J̃f (ueq(p)) (3.25)
Par ailleurs, on développe les calculs uniquement pour une ligne i de la matrice Hf . Pour ne
pas alourdir l’écriture, on gardera Hf pour représenter Hf (i, :), et de façon implicite, p + ξ3









J̃f (ũeq(p + ξ3))− J̃f (ũeq(p))
ξ3
+O(ξ3) (3.27)
= Jf (ũeq(p + ξ3))− Jf (ũeq(p)) +O(ξ1)
ξ3
+O(ξ3) (3.28)
= Jf (ueq(p + ξ3) +O(ξ1))− Jf (ueq(p) +O(ξ1)) +O(ξ1)
ξ3
+O(ξ3). (3.29)
En utilisant une décomposition de Taylor, on développe l’expression de ueq(p + ξ3), soit :





Il découle alors que H̃f peut être exprimé par (3.31).
H̃f =






Une dernière décomposition de Taylor appliquée à Jf donne la relation (3.32) sous l’hypothèse
que dueqdp = O(1).
Jf (ueq(p) +
dueq




dp ξ3 +O(ξ1)) +O(ξ
2
3) +O(ξ21) +O(ξ3 ∗ ξ1)
(3.32)



















































Ce développement montre qu’en ayant ξ1 fixé et défini par la précision numérique du









Le terme dJfdueq n’est pas connu, ni facilement approché. De ce fait, nous n’avons pas cherché
à optimiser l’erreur caractérisée par dJfdueqO(
ξ1
ξ3





) = O( ξ1ξ3 ). Sinon avec l’optimisation choisie, la méthode présentera une erreur totale




En conclusion, il apparaît que si dJfdueq = O(1) et pour une erreur ξ1 sur le modèle direct
de 10−14, alors l’erreur numérique minimale pour la hessienne H̃f est de 10−7. De plus,
l’imprécision de calcul de la hessienne se répercute sur l’erreur ξ2 de la résolution itérative du
problème inverse. L’erreur théorique minimale sur le vecteur ps des paramètres mécaniques
effectifs est ξ2 qui dans ce cas est égale à ξ
1
2
1 , soit 10−7. Ce résultat est bien observé dans
la validation du modèle énergétique sur le cas clinique développé dans la section 3.3, pour
l’observation des courbes de convergences, figures 3.5, 3.8 et 3.10.
73
3.5 Impact de la fonction de pénalisation
Dans la partie 3.2 de ce chapitre, nous avons décrit la fonction de pénalisation c du pro-
blème inverse. Cette fonction a pour but de réduire l’espace possible des paramètres solutions
pour converger vers des valeurs cliniquement admissibles. Cependant la forme mathématique
de cette fonction a été arbitrairement choisie, afin de représenter au mieux les contraintes
réelles que l’on souhaite appliquer aux paramètres. Dans cette section, nous allons explorer
plusieurs fonctions de pénalisation possibles, et étudier l’impact qu’elles peuvent avoir sur les
résultats du problème inverse.
La forme générique de la fonction de pénalisation c est exprimée par l’équation (3.39).
Celle-ci comprend deux fonctions c1 et c2, respectivement pondérés par ε1 et ε2. La fonction
c1 concerne le tenseur effectif de raideur K et la fonction c2 est associée à la cinématique dans
l’état initial ou de référence u0.
c(p) = ε1c1(K) + ε2c2(u0). (3.39)
3.5.1 Étude de la fonction c1
Comme explicité en section 3.2, la fonction c1 prend en argument les coefficients des
tenseurs de raideur. Cette fonction permet de proposer un cadre de contrôle du domaine
physiologiquement admissible des propriétés mécaniques effectives des structures du rachis.
Il est toutefois nécessaire d’indiquer que la connaissance à priori des valeurs frontières est
difficile, compte tenu de la quasi inexistence de données in-vivo et notamment dans le cas de
rachis scoliotiques chez l’enfant et l’adolescent.
En revanche, il parait recevable de modéliser la variation relative des paramètres compte
tenu de l’évolution progressive de l’anatomie et de la constitution tissulaire inter-segments,
notamment entre T1 et L5.
La première approche, consiste en l’utilisation d’une fonction portant sur la variance des
raideurs le long du rachis, equation (3.40), correspondant à la somme du carré des écarts à la










Cette fonction c11 propose une pénalisation symétrique par rapport à la valeur moyenne (fonc-
tion carré). Cependant, cette symétrie ne parait pas idéale compte de tenu de l’asymétrie
de l’espace. En effet, les raideurs ne peuvent biologiquement pas être inférieures à zéro. On
préférera finalement une fonction de forme ressemblante, mais portant sur la variance du ratio
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Cette forme c21 diverge en zéro ce qui permet d’éviter des raideurs nulles voir négatives.
Une autre approche plus restrictive pour les possibles tenseurs effectifs, est de limiter les










La distribution d’ensemble des coefficients effectifs n’est, dans ce cas, pas directement contrainte,
mais la pénalisation relative entre niveaux successifs permet un impact similaire à la péna-
lisation décrite par la fonction (3.41). Cette forme de fonction vise à limiter les modifica-
tions ponctuelles des propriétés mécaniques des segments vertébraux. Sa pertinence n’a été
ni confirmée ni infirmée expérimentalement puisque des données mécaniques sur les segments
scoliotique dans les AIS ne sont pas disponibles à notre connaissance.
Pour tester ces deux fonctions de pénalisation, nous avons effectué deux résolutions de
problèmes inverses sur un même cas. Aucune fonction de pénalisation c2 n’est implémentée
pour ces résolutions, et l’état de référence est arbitrairement fixé à u0 = 0.5∗uc. Les raideurs
en flexion sagittale, solutions du problème inverse sont présentées figure 3.12.























Figure 3.12 – Raideur de flexion dans le plan sagittal pour différentes formes de la fonction
de pénalisation c1, du premier segment V S1 (S1-L5) au dernier V S17 (T2-T1). Patient de 12
ans en 2014, 40°d’angle de Cobb et type Lenke 1A.
On remarque que les profils de raideur sont différents selon la forme de la fonction c1, les va-
leurs tracées en cercles bleus correspondant au modèle de l’équation (3.41) et celles tracées en
triangles verts correspondant au modèle de l’équation (3.42). Ces différences s’expliquent par
la signification physique de chaque fonction de pénalisation. En effet, la fonction c31, pénalise
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fortement les variations à courte échelle spatiale, c’est à dire, associées à de forts gradients
locaux. En revanche, les tendances associées au gradients globaux, sont peu impactées. La
fonction de pénalisation c21 ne pénalise aucunement les variations locales, mais les tendances
non constantes sont fortement pénalisées.
Pour pouvoir discriminer les deux fonctions de pénalisation c21 et c31, nous choisissons de
comparer les résultats concernant la raideur de flexion frontale, dans le cas de la patiente
dont l’angle de Cobb vaut 40°en 2014, avec ce même patient, dont l’angle de Cobb a évolué
à 65°en 2016. Les résultats sont présentés figure 3.13.





















c = c21 2014
c = c31 2014
c = c21 2016
c = c31 2016
Figure 3.13 – Raideur de flexion dans le plan frontal pour plusieurs formes de la fonction
de pénalisation c1, et pour un patient scoliotique (a) en 2014 (angle de Cobb 40°) et (b) en
2016 (angle de Cobb 65°). Tracé du premier segment V S1 (S1-L5) au dernier segment V S17
(T2-T1).
On observe que l’utilisation de la fonction c31 de pénalisation, courbes rouge et noire, faisant
ressortir les tendances globales, ne permet pas de bien distinguer les évolutions du rachis lors
de l’accentuation de la déformation du rachis. La forte pénalisation sur les variations à petite
échelle spatiale sur 2 ou 3 niveaux n’est ainsi pas pertinente pour distinguer l’évolution des
scolioses, ou discriminer les scolioses entres elles. On choisit donc la fonction de pénalisation
c21 (courbes bleue et verte) qui laisse la possibilité de variations locales discriminantes dans
les phénomènes scoliotiques.
Notons cependant qu’un calcul de moyenne sur les raideurs fait apparaître une différence
maximale de l’ordre de 10%, ce qui implique que le choix de la fonction de pénalisation n’a
qu’un impact réduit sur les discussions menées aux chapitre 4 et 5.
3.5.2 Étude de la fonction c2
Une limitation de la méthodologie de modélisation est la méconnaissance de l’état de réfé-
rence des segments vertébraux. Cet état à énergie mécanique nulle n’a, à notre connaissance
jamais été expérimentalement décrit. Pour illustrer cette problématique dans le contexte cli-
nique, il est par exemple impossible de discerner dans une rotation pathologique du rachis, la
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part élastique donc à priori corrigeable et la part permanente ou plastique liée à l’historique
de la structure.
La seconde partie de la fonction de pénalisation c2, s’efforce donc de réguler l’influence de
la cinématique de référence ou plastique u0 et le champ de déplacement u− u0 à l’équilibre.
Ces dernières notions sont explicitées au chapitre 2.4.2. Par la suite, la variable rep(i) décrite






Le cas clinique précédemment décrit est toujours utilisé. Pour tester l’impact que peut
avoir ce ratio sur les solutions du problème inverse, la première étude porte sur plusieurs
résolutions avec différents ratios, similaires pour tout le rachis (rep(i) = constante), prenant
successivement plusieurs valeurs entre 0.3 et 0.7. Pour ces résolutions, les déformations plas-
tiques u0 sont donc fixées, réduisant ainsi la dimension des paramètres p du problème. Ainsi
la fonction de pénalisation (3.39) est réduite à son premier terme ε1c21(K) présenté en (3.41).
Pour l’étude, ε1 est fixé à 2.8, assurant un critère de qualité (2.24) admissible, soit aec < 0.2.
Les résolutions successives donnent accès aux paramètres solutions ainsi qu’aux énergies de
déformations pour chaque segment vertébral. Les termes effectifs de flexion sont représen-
tés sur les figures 3.14 pour le plan sagittal, 3.15 pour le plan frontal et 3.16 pour le plan
transversal. On remarque que le changement de ratio rep a un impact global sur les valeurs de
raideur obtenues. Plus le ratio est faible, plus la composante de déformation élastique domine,
et assure donc la majorité des variations de déformation le long du rachis. Ainsi, on observe
une plus grande variabilité des raideurs lorsque le ratio est faible. Cependant, la variation de
rep n’altèrent pas les tendances d’évolution.



















u0 = 0.3 ∗ uc
u0 = 0.5 ∗ uc
u0 = 0.7 ∗ uc
Figure 3.14 – Raideur de flexion dans le plan sagittal pour plusieurs valeurs de ratio rep, du
premier segment V S1 (S1-L5) au dernier segment V S17 (T2-T1). Patient fille de 12 ans en
2014, 40°d’angle de Cobb et type Lenke 1A.
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u0 = 0.3 ∗ uc
u0 = 0.5 ∗ uc
u0 = 0.7 ∗ uc
Figure 3.15 – Raideur de flexion dans le plan frontal pour plusieurs valeurs de ratio rep, du
premier segment V S1 (S1-L5) au dernier segment V S17 (T2-T1). Patient fille de 12 ans en
2014, 40°d’angle de Cobb et type Lenke 1A.






















u0 = 0.3 ∗ uc
u0 = 0.5 ∗ uc
u0 = 0.7 ∗ uc
Figure 3.16 – Raideur de torsion dans le plan transversal pour plusieurs valeurs de ratio rep,
du premier segment V S1 (S1-L5) au dernier segment V S17 (T2-T1). Patient fille de 12 ans
en 2014, 40°d’angle de Cobb et type Lenke 1A.
Cette première analyse des solutions, nous a poussé à étudier les distributions d’énergie
associées à chaque type de déformation. Ces distributions sont représentées sur les figures
3.17, 3.18, 3.19. On remarque que les différentes résolutions donnent un résultat similaire
en terme d’énergie de déformation. Les plus grandes différences sont observées au niveau du
segment vertébral L5-S1 et principalement dans le plan sagittal, figure 3.17. En effet, l’état
de référence u0 du modèle prend en compte l’état non contraint des objets déformables,
ainsi que les asymétries osseuses. Or les vertèbres lombaires et particulièrement L4, L5 sont
naturellement fortement trapézoïdales. Ceci se répercute par une valeur rep localement plus
élevée.
Il est difficile de connaître les valeurs physiologiques de rep, et donc impossible de les
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u0 = 0.3 ∗ uc
u0 = 0.5 ∗ uc
u0 = 0.7 ∗ uc
Figure 3.17 – Energie de déformation en flexion dans le plan sagittal pour plusieurs valeurs
de ratio rep, du premier segment V S1 (S1-L5) au dernier segment V S17 (T2-T1). Patient de
12 ans en 2014, 40°d’angle de Cobb et type Lenke 1A.




















u0 = 0.3 ∗ uc
u0 = 0.5 ∗ uc
u0 = 0.7 ∗ uc
Figure 3.18 – Energie de déformation en flexion dans le plan frontal pour plusieurs valeurs
de ratio rep, du premier segment V S1 (S1-L5) au dernier segment V S17 (T2-T1). Patient de
12 ans en 2014, 40°d’angle de Cobb et type Lenke 1A.
implémenter directement comme paramètres connus du modèle. Une alternative est d’inclure
u0 dans le vecteur paramètre p, et de laisser la possibilité de modifier ce ratio par niveau
vertébral. Le second terme c2 de la fonction de pénalisation c, équation (3.39), est modifié en
conséquence pour adapter la valeur locale du ratio rep(i), équation (3.43), autour de rprior,





Pour la suite des validations numérique rprior(i) est arbitrairement fixé à 0.5 et nous nous
intéressons plus particulièrement à la distribution des énergies mécaniques et des raideurs
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u0 = 0.3 ∗ uc
u0 = 0.5 ∗ uc
u0 = 0.7 ∗ uc
Figure 3.19 – Energie de déformation en rotation dans le plan transversal pour plusieurs
valeurs de ratio rep, du premier segment V S1 (S1-L5) au dernier segment V S17 (T2-T1).
Patient de 12 ans en 2014, 40°d’angle de Cobb et type Lenke 1A.
dans le plan sagittal pour vérifier la pertinence de c2. Les distributions d’énergie et de raideurs
sagittales obtenues avec ce nouveau terme de pénalisation c2 sont respectivement présentées
figure 3.20 et 3.21. On remarque que l’augmentation de l’énergie de déformation au niveau
lombaire est moins marquée que précédemment, et donc probablement plus cliniquement
réaliste. Par ailleurs, l’analyse des raideurs sagittales montre une étendue de valeurs plus
faible, ce qui semble logique avec la similarité biologique et clinique des segments vertébraux.


















u0 = 0.5 ∗ uc
u0 =param
Figure 3.20 – Energie de déformation en flexion dans le plan sagittal avec u0 fixé et avec
u0 en paramètres mais controlé par la fonction de pénalisation c2, du premier segment V S1
(S1-L5) au dernier segment V S17 (T2-T1). Patient de 12 ans en 2014, 40°d’angle de Cobb et
type Lenke 1A.
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u0 = 0.5 ∗ uc
u0 =param
Figure 3.21 – Raideur effective de déformation en flexion dans le plan sagittal avec u0 fixé et
avec u0 en paramètres mais controlé par la fonction de pénalisation c2, du premier segment
V S1 (S1-L5) au dernier segment V S17 (T2-T1). Patient de 12 ans en 2014, 40°d’angle de
Cobb et type Lenke 1A.
3.5.3 Discussion et conclusion
En conclusion, l’étude de la forme de la pénalisation sur un cas test clinique, met en
évidence la pertinence d’une fonction c issue de la superposition de deux termes c1(K) et
c2(u0) pour représenter le champ large de solutions mécaniques et cliniquement admissibles.
Par ailleurs, la fonction c2 a pour objectif de contraindre le problème vers un ratio rep de
déformation plastique sur déformation totale à l’équilibre. La fonction c1 a pour but de limiter
l’écart type des raideurs mécaniques effectives sans empêcher ni atténuer un potentiel gradient
local élevé. Les facteurs de pénalisation ε1 et ε2 ont des rôles associés. L’équation (3.45) permet
d’unifier la fonction c(p) initialement exprimée par l’équation (3.39), en utilisant le facteur
de pénalisation global ε et le coefficient de pondération ρ compris entre 0 et 1 et permettant
d’ajuster le rôle des raideurs effectives et des énergies initiales.
c(p) = ε(ρc1(K) + (1− ρ)c2(u0)) (3.45)
Dans la suite de l’étude, fonction c1 choisie est :



















3.6 Conclusion sur l’optimisation de l’approche numérique
Dans ce chapitre, nous avons étudié la pertinence numérique du modèle. L’étude du cas
test simplifié a mis en avant le bon fonctionnement des algorithmes de minimisation pour la
résolution du problème direct. La recherche inversée des paramètres sur ce cas a également
montré le fonctionnement numérique, mais également l’importance d’une minimisation sous
contrainte pour la résolution du problème inverse. La mise en application sur un cas clinique
concret a permis d’étudier l’impact du nombre de paramètres sur les solutions obtenues, et
notamment, le gain en précision géométrique avec l’augmentation de ces deniers, au prix d’un
coût en temps de calcul plus élevé.
Nous avons par la suite pu quantifier par une méthode indirecte, les incertitudes de pointages
et leur propagation au sein du modèle. Cette étude a également démontré la bonne sensibilité
du modèle. Les erreurs numériques liées aux algorithmes de Newton ont été examinées et
une perte de precision sur le problème inverse, liées à la précision du problème direct a été
identifiée et minimisée via une relation simple.
Pour finir, nous avons travaillé sur différentes fonctions de pénalisation afin de mettre en
évidence le faible impact du choix à priori de u0 sur les distributions d’énergie dans le rachis.
Par ailleurs, cette étape a permis d’obtenir une forme de la fonction c1(p) pertinente pour
prendre en compte au mieux les contraintes cliniques.
Nous allons par la suite étudier la pertinence de l’approche théorique et numérique sur
des aspects multi-échelles spatio-temporels, du segment au rachis global.
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Chapitre 4
Considérations sur les aspects
multi-échelles spatio-temporels
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4.1 Introduction - Contexte
L’étude du rachis scoliotique fait apparaître plusieurs échelles spatiales et temporelles or
la compréhension des phénomènes impliqués à chaque échelle est nécessaire à la modélisation
mécanique des scolioses idiopathiques de l’adolescent. Comment la réponse poromécanique
d’un segment vertébral peut-elle interférer dans la réponse globale du rachis en déplacement
transitoire ou permanent et quels sont les impacts sur les efforts transmissibles ? Tels sont les
questionnements que nous proposons d’aborder dans cette partie du travail.
Dans un premier temps la réponse poromécanique dynamique d’un disque intervertébral
simplifié est étudiée. Dans un second temps, le régime asymptotique en temps de cette mo-
délisation par éléments finis permet d’obtenir un tenseur effectif de raideur. Par la suite,
nous faisons un lien entre les grandeurs obtenues pour ce tenseur, avec celles extraites de la
résolution numérique du problème inverse sur la totalité d’un rachis clinique.
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4.2 Échelles temporelles des réponses mécaniques
4.2.1 Description du modèle numérique
L’anatomie du segment vertébral a été présentée en partie 1.3.2. Il apparaît que le compo-
sant anatomique susceptible d’être sensible aux chargements dynamiques est à priori le disque
intervertébral. Ses composants multiphasiques, lieux de phénomènes de transport et de dis-
sipation d’énergie, et les flux à l’interface des plateaux vertébraux, conditionnent la réponse
transitoire du disque de manière significative. Cette réponse poromécanique est par exemple
accessible par la méthode des éléments finis en formulation mixte (Swider et al. (2010)) dont
les équations génériques de la poromécanique sont brièvement décrites en annexe (A).
Afin de quantifier les différences entre les échelles temporelles courtes (secondes) et journa-
lière, associées à la réponse mécanique du disque, une étude phénoménologique est menée sur
une géométrie de disque simplifiée mais caractérisée par des propriétés effectives mécaniques
et de transports révélatrices du comportement in-vivo. Les simulations sont réalisées dans
l’environnement Comsol Multiphysics® avec le module subsurface flow pour les aspects poroé-
lastiques. Le solveur Mumps (multifrontal massively parallel sparse direct solver) est utilisé
pour le calcul de la réponse transitoire. L’étude considère une formulation linéaire en petits
déplacements.
La géométrie utilisée intègre les deux composantes du disque que sont l’annulus fibrosus et
le nucleus pulposus. L’annulus fibrosus est modélisé par un cylindre épais de 6mm de hauteur,
de diamètre extérieur 30 mm et intérieur 15 mm. Le nucleus pulposus central est un cylindre
de 6 mm de hauteur et de 15 mm de diamètre. Cette géométrie correspond globalement
aux disques lombaires L1-L2, l’anatomie du disque ayant été précédemment définie en section
1.3.2. Les corps vertébraux et les plateaux vertébraux ont été considérés comme indéformables,
mais perméables. Les plateaux vertébraux n’ont pas été pris en compte car leurs propriétés
mécaniques ne sont pas connues. En effet, ils définissent la zone de transition entre le disque
et la vertèbre, il est donc difficile de quantifier leur réponse mécanique précisément.
La discrétisation est quadratique en déplacement (u, v, w) et linéaire en pression (p) et le
maillage du disque intervertébral a été effectué avec le mailleur de Comsol®, figure 4.1. A
l’instar de la géométrie, il est obtenu à partir d’un maillage sur un rectangle, extrudé par
révolution d’axe z. Il présente un total de 75 000 degrés de liberté.
Les conditions aux limites en déplacement correspondent à un encastrement de la face
inférieure du disque (u = v = w = 0) ; zone en interface avec le corps vertébral inférieur et
une translation verticale autorisée de la face supérieure du disque selon l’axe z (u = v = 0 et
w 6= 0). Les zones latérales de l’annulus fibrosus sont libres de contraintes.
Concernant les conditions aux limites en fluide, la surface latérale extérieure de l’annulus
fibrosus est perméable, à pression atmosphérique. Les surfaces inférieures et supérieures du
disque sont perméables et lieux d’écoulement fluide. Ces conditions correspondent aux obser-
vations anatomiques in-vivo et aux précédents modèles numériques de la litterature (Sélard
et al. (2003), Ferguson et al. (2004)).
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Figure 4.1 – Illustration du disque intervertébral simplifié sous Comsol, visualisation du
maillage hexaédrique avec 75 000 DDL.
Les propriétés mécaniques et de transport des disques intervertébraux sont difficiles à
cerner, notamment in-vivo. La littérature propose des valeurs très dépendantes des conditions
expérimentales, des modèles expérimentaux animaux ou humains et des modèles théoriques
et numériques de post traitement des données (Belytschko et al. (1974), Farrell and Riches
(2013), Cortes et al. (2014)). L’anisotropie comportementale peut également être considérée.
Ces limitations aux modèles numériques prédictifs ont été abordées dans la partie 1.4.1 et
pour mener à bien notre étude nous avons utilisé des valeurs moyennes obtenues à partir
d’approches structurales et poromécaniques de la littérature.
Concernant l’annulus fibrosus, les valeurs du coefficient de Poisson sont relativement va-
riables dans la littérature. L’un des premiers modèles numériques élément finis du disque
par Belytschko et al. (1974) a mis en évidence un coefficient de Poisson de 0.4. Plus tard,
Cortes et al. (2014) a montré la pertinence d’utiliser un coefficient de Poisson de 0.16 dans un
modèle biphasique. Cortes et al. (2014) mesurent un module d’Young de 25kPa, cependant,
une étude expérimentale plus poussée effectuée antérieurement par Elliott and Setton (2001)
décrit l’anisotropie de l’annulus fibrosus lié à son organisation spatiale. Les modules d’Young
circonférentiels oscillent entre entre 2.5MPa et 17.5 MPa, entre 0.3 MPa et 0.8 MPa pour
l’axial, entre 0.2 MPa et 0.5 MPa pour le radial. Dans la suite, nous considérerons un module
d’Young et un coefficient de Poisson effectifs de l’annulus fibrosus égaux respectivement à 1
MPa et 0.16.
La connaissance des perméabilités tissulaires in-vivo constitue également un questionne-
ment ouvert et délicat compte tenu de la complexité des phénomènes de transports au sein
du segment vertébral. Des valeurs de perméabilité intrinsèque moyennes et constantes sous
déformations mécaniques ont été utilisées à partir de la littérature (Cortes et al. (2014)),
soient κ = 6.4 ∗ 10−18m2 pour l’annulus fibrosus. Les composants tissulaires du disque sont
très hydratés et la phase aqueuse occupe une fraction significative du volume discal. Le poids
sec de l’annulus a permis d’évaluer que l’eau comprise dedans était responsable de 80% de sa
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masse (Cortes et al. (2014)). Ainsi, nous avons choisi d’implémenter une porosité de 0.8.
Pour le nucleus pulposus, nous avons choisi un coefficient de Poisson de 0.24, en accord
avec les mesures de Cortes et al. (2014), légèrement supérieure à la mesure de Farrell and
Riches (2013) pour laquelle le coefficient de Poisson est égal à 0.13. Le module d’Young a
été fixé à 100kPa (Cortes et al. (2014) et Farrell and Riches (2013)). La perméabilité a été
mesurée par Cortes et al. (2014) à 5.5 ∗ 10−19m2 et la porosité à 0.85.
4.2.2 Discussion sur la réponse temporelle
Pour étudier la réponse temporelle sous chargement mécanique, une résultante de com-
pression et des moments de flexion et de torsion, ont été successivement imposés sur la face
supérieure du disque et le déplacement vertical w du point M central est étudié. Les char-
gements imposés sont constants dans le temps. Dans le premier cas les forces nodales élé-
mentaires verticales ont pour résultante 100 N. Dans le second cas, l’axisymétrie du disque
rend inutile la différenciation entre les flexions frontales et sagittales. Le moment résultant
des forces nodales est alors un couple de 3.1 ∗ 10−3Nm porté par l’axe x.
La première résolution a pour but de modéliser les phénomènes à la petite échelle tem-
porelle avec un pas de temps de 0.1 s, pour une simulation sur 4 s. Le déplacement vertical
du point M, centre de la surface supérieure, est reporté figure 4.2a pour la compression et le
déplacement vertical de l’extrémité B du disque est figure 4.2b pour la flexion.
La seconde résolution a pour but de modéliser les phénomènes sur un temps plus long
de l’ordre de 104 secondes soit environ trois heures. La figure 4.3 présente les iso-valeurs des
champs de déplacement lorsque le disque est soumis à un moment de flexion. Les figures 4.4a
et 4.4b montrent les déplacements respectivement au centre M du plateau de la face supérieure
du disque et à l’extrémité B de la face supérieure du disque au cours du temps.
(a) (b)
Figure 4.2 – Réponse transitoire du disque sur un temps court (4s) ; (a) déplacement vertical
du centre M en compression (b) déplacement vertical du point B périphérique en flexion.
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Figure 4.3 – Réponse mécanique du disque aux temps longs (3 heures) pour un champ de
déplacement en flexion.
(a) (b)
Figure 4.4 – Réponse mécanique du disque aux temps longs (3 heures) : (a) courbe de dépla-
cement du point M en fonction du temps lors de l’application d’une contrainte en compression
(b) courbe de déplacement du point B en fonction du temps en flexion.
Les simulations numériques mettent en évidence la dépendance temporelle de la réponse
mécanique du disque intervertébral, en compression comme en flexion. Un régime stationnaire
est atteint dans la simulation aux temps longs, soit à partir d’environ 3 heures de chargement.
On peut noter que le déplacement vertical atteint aux temps courts (figure 4.2a), soit 4 s est
environ un tiers du déplacement aux temps longs, figure 4.4a.
Le moment de torsion existant sur le rachis notamment scoliotique n’entraîne pas de variation
volumique structurale dans une réponse poroélastique en petites déformations. Par conséquent
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les solutions aux temps courts et longs ont une distribution spatiale identique.
Les temps caractéristiques de ces réponses transitoires sont conditionnés par la dissipation
d’énergie due au fluide s’écoulant au sein du milieu poreux, la matrice poreuse ne possédant
dans ces simulations numériques, aucune propriété viscoélastique. Le rôle des flux osmotiques
qui prend de l’importance dans la période nocturne du cycle nycthéméral (Bezci and O’Con-
nell (2018)) n’est pas modélisé. Il en est de même pour les flux convectifs impliquant à priori
les plus petites molécules (Ferguson et al. (2004), Malandrino et al. (2014)). Finalement,
la dissipation énergétique est associée aux flux convectifs dont la grandeur caractéristique
jouant un rôle essentiel dans la réponse poromécanique, est la perméabilité tissulaire. Mais la
connaissance robuste de cette propriété de transport est complexe à acquérir pour les tissus
biologiques en général et notamment dans les conditions in-vivo et éventuellement patholo-
giques comme pour la scoliose. On peut également concevoir une anisotropie du tenseur de
perméabilité compte tenu de la micro-architecture tissulaire.
Quoiqu’il en soit, les temps caractéristiques de la réponse mécanique transitoire, même de
quelques heures, seront toujours largement inférieurs à l’évolution de la déformation scolio-
tique qui s’échelonne sur plusieurs semaines et mois, comme décrit au chapitre 1.
En conclusion, on montre ici, que même en utilisant un modèle de disque phénoménolo-
gique et par conséquent simplifié dans sa description anatomique, le comportement mécanique
du rachis scoliotique peut raisonnablement être considéré comme une succession d’équilibres
quasi-statiques dans son équilibre énergétique. Ceci sous-tend la méthodologie proposée dans
ce travail de recherche.
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4.3 Tenseurs effectifs de raideur
Le modèle global de rachis que nous avons proposé dans le partie 2.4, modèle filaire 3D, fait
appel à la notion de tenseurs effectifs pour prendre en compte la contribution énergétique des
éléments déformables associés au segment vertébral. Nous nous intéressons ici à la contribution
du disque intervertébral à ce tenseur effectif.
Dans les études numériques préliminaires de la partie 3.3, nous avons réduit les dimen-
sions des tenseurs effectifs équivalents K à quatre paramètres correspondant à la raideur de
compression et aux trois raideurs associées aux moments. Cette réduction était justifiée par
les faibles déformations des disques dans les directions transverses, direction locales de ci-
saillement. Ces déformations ne sont pas perceptibles sur les radios de façon suffisamment
précise pour que leur exploitation dans le modèle ait un sens clinique. Comme nous avons pu
le détecter dans la partie 3.3 de l’étude, les résultats observés sur les raideurs ou les énergies
de compression sont presque uniquement liés au choix arbitraire de l’état de référence.
Or comme précisé dans la partie 1.3.2, aucune étude n’a pu donner d’ordre de grandeur fiable
du u0 de compression, c’est à dire, l’état de référence ou état pré-contraint. A ceci, la mécon-
naissance des termes de couplage extra diagonaux vient possiblement diminuer la robustesse
de la démarche.
Ainsi, dans la suite de notre travail, nous poursuivons l’analyse du problème inverse en li-
mitant l’exploration du tenseur effectif aux composantes de flexion sagittale, frontale et de
torsion.
Le comportement quasi-statique du disque à l’échelle évolutive de la scoliose est conservée
et le modèle numérique est de type éléments finis avec comme variable nodale le champ de
déplacement cartésien (u, v, w). Tout en restant dans le domaine linéaire, il semble pertinent de
modéliser une anatomie de disque plus réaliste pour prendre en compte les éventuels couplages
du champ de déplacement. Le maillage d’un disque lombaire L1-L2 humain est visualisé
figure 4.5 (mailleur ICEM Ansys®). La géométrie du disque intervertébral étant relativement
simple et régulière avec des rayons de courbure d’évolution progressive, nous avons fait le
choix d’un maillage hexaedral structuré. Le critère de qualité du maillage est supérieur à
0.5. Les éléments structuraux utilisés sont de type H20 décrivant par conséquent des champ
de déplacement quadratiques et des champ de déformations et de contraintes linéaires. La
résolution numérique du problème statique, comportant 230 ∗ 103 DDL, est réalisé comme
précédemment dans l’environnement Comsol®.
Le disque est uni-composante donc sans distinction entre le nucleus pulposus et l’annulus
fibrosus, et les propriétés mécaniques effectives sont homogènes isotropes. Le module d’Young
et le coefficient de poisson effectifs sont respectivement E = 1 MPa et ν = 0.16.
Comme précédemment, les conditions aux limites correspondent à un encastrement de la
face inférieure, et une périphérie d’annulus fibrosus libre de contraintes. Les conditions limites
appliquées à la face supérieure sont de la forme d’un couple de force, proportionnelles à la
distance de l’axe de rotation centré en M . Ces conditions limites permettent de contraindre
le disque en minimisant la déformation de la surface. Les forces nodales équivalentes sont de
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Figure 4.5 – Géométrie d’un disque intervertébral L1-L2 sain d’un adulte (https ://grab-
cad.com). Maillage hexahedral 230 ∗ 103 DDL (ICEM Ansys®).
telle sorte que leur torseur résultant au point M, situé au centre de la surface supérieure du
disque, soit définit par trois composantes de moments : flexion dans le plan sagittal (ou antéro-
postérieure), flexion dans le plan frontal (ou latérale) et torsion dans le plan transversal (ou
horizontal). Pour évaluer le tenseur effectif du disque, nous avons fait plusieurs simulations
avec différentes contraintes appliquées sur la surface supérieure. La figure 4.6 illustre les
solutions stationnaires suite à l’application de trois moments différents.
(a) (b) (c)
Figure 4.6 – Modèle éléments finis de disque pour la détermination du tenseur effectif de
raideur ; champ de déplacement sous sollicitation (a) de flexion sagittale, (b) flexion frontale,
(c) torsion transversale.
Le tenseur effectif introduit au chapitre 2.4, est assimilé ici à une matrice de raideur
reliant le champ de déplacement au torseur d’effort résultant par l’équation (4.1), où M est
le moment total appliqué au disque, et θ l’angle moyen de rotation de la surface du disque.
Le cadre d’étude étant en comportement linéaire, l’intensité des chargements n’intervient pas
dans les coefficients effectifs de raideur et ceux-ci sont déterminés par le ratio entre moment
et rotation et correspondent par conséquent aux termes prépondérants situés sur la diagonale
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Les résultats sont regroupés dans le tableau 4.1 et en référence sont associés des raideurs pro-
venant d’analyses expérimentales animales (Holsgrove et al. (2015)) et de modèle numérique
humain (Meng et al. (2015)) de la littérature.
Raideur K en
N.m.rad−1 Simulation Comsol
XP IVD porcin Hols-
grove et al. (2015)
Num IVD Humain
Meng et al. (2015)
Sagittal (flexion) 243 280 287
Frontal (flexion) 360 650 236
Transversal (torsion) 350 482 734
Table 4.1 – Coefficients effectifs de raideur du disque intervertébral en flexion sagittale,
flexion frontale et torsion transversale ; comparatif MEF (Comsol®) et littérature.
Bien que l’anatomie du disque soit générique en terme de géométrie et moyennée en terme
de propriétés mécaniques, il apparaît que les ordres de grandeur obtenus pour les raideurs
effectives sont en bonne concordance avec les valeurs de la littérature. Les valeurs contrôles
sont obtenues par des modèles macroscopiques de rachis humains associés à des méthodes in-
verses (Meng et al. (2015)) et à des tests expérimentaux sur modèle animal (Holsgrove et al.
(2015)).
Il est utile de rappeler qu’ici, seule la contribution du disque au comportement effectif en
raideur est étudiée, or le segment possède une anatomie complexe associant disque, liga-
ments, facettes articulaires et muscles. Cela donne toutefois un ordre de grandeur de la valeur
minimale des raideurs effectives susceptibles d’être rencontrée in-vivo et un élément de com-
paraison aux paramètres mécaniques identifiés sur les cas cliniques dans la suite de notre
travail.
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4.4 Evaluation des cas cliniques
La réponse mécanique a été précédemment étudiée dans les sections 4.2 et 4.3 à l’échelle
d’un segment vertébral et plus particulièrement à l’échelle d’un disque. Mais nous nous in-
terrogeons dans cette section 4.4 sur les liens entre ces résultats et ceux obtenus à l’échelle
globale du rachis à partir d’images cliniques. Ici, énergie mécanique et tenseur effectif peuvent
aider à faire dialoguer ces deux échelles.
Nous utilisons la géométrie du cas clinique présenté au chapitre 3 et qui correspond à une
scoliose idiopathique de type Lenke 1A avec un angle de Cobb de 65°. Comme le montre
l’examen radiologique pré-opératoire de la figure 4.7, cette scoliose présente une déformation
marquée qui potentiellement doit révéler des variations significatives de raideurs effectives
dans les trois plans de l’espace.
(a) (b)
Figure 4.7 – Examen pré-opératoire (EOS® CHU Toulouse) d’une patiente scoliotique (Lenke
1A, angle de Cobb : 65°) 14 ans, dans (a) le plan sagittal et (b) le plan frontal.
Dans la section 3.5, nous avons proposé une fonction de pénalisation c(p) pour la résolution
du problème inverse permettant de déterminer l’équilibre et les tenseurs effectifs à partir de
l’imagerie médicale. Sa forme condensée est rappelée par l’équation (4.2).
c(p) = ε(ρc1(K) + (1− ρ)c2(u0)) (4.2)
Dans cette fonction, ε est le facteur de pénalisation, et son évaluation est obtenue dans la
suite via l’exploration de quelques points de la L-Curve. Dans notre cas il s’agit de la courbe
exprimant l’amplitude de c(p) en fonction de l’écart entre l’équilibre et le clinique représenté
par d(ueq(p)), pour différents ε. Le paramètre ρ, représente un ratio compris en 0 et 1, qui lors
de la résolution, pondère l’équilibre entre les déformations élastiques, conditionnées par les
valeurs des tenseurs effectifs K, et les déformations plastiques, ou permanentes, conditionnées
par les valeurs d’état de référence u0. Pour trouver la valeur idéale de ce ratio, nous effectuons
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plusieurs résolutions.
Pour contrôler les solutions obtenues selon chaque direction de déformation principale c’est-
à-dire, les trois angles de flexion : θ, α, ϕ, nous attribuons à chaque ensemble, un paramètre
de pénalisation ρ indépendant. Le critère pour fixer la valeur du ratio ρ est l’obtention d’une
solution avec variance normalisée sur les raideurs K, correspondant à la valeur de c1(K), de
l’ordre de 3 ∗ 10−2 dans le plan sagittal, 1.5 ∗ 10−2 dans le plan frontal et 1. ∗ 10−2 dans le
plan transversal. Ainsi, après plusieurs simulations, nous obtenons les paramètres optimaux
présentés dans le tableau 4.2.




Table 4.2 – Paramètres de pénalisation du modèle numérique inverse associé au cas clinique :
14 ans, Lenke 1A, angle de Cobb : 65°, examen EOS® figure 4.7.
Les distributions d’énergies et de raideurs effectives pour les segments anatomiques V S1
(L5-L4), V S17 (T2-T1) sont visualisées figure 4.8.
Une énergie significative est détectée dans le plan sagittal au niveau lombaire, de L2 à L5,
figure 4.8a. Cette énergie, contrairement à celle observée au niveau thoracique haut, en V S16
et V S17 (T1-T3), n’est pas associée à des raideurs effectives importantes, mais à un champ
de déplacement marqué dans la région lombaire.
Les distributions frontales coïncident avec les pics d’énergie à l’apex de la déformation, V S8
et V S9 (T9-T11), entouré de deux zones de relativement fortes énergies au niveau lombaire,
V S3 (L3-L4), et thoracique haut, V S16 et V S17 (T1-T3) (figure 4.8b).
Les raideurs effectives moyennées sur l’ensemble du rachis sont en flexion sagittale Kθ,θ =
1.5 ∗ 104N.m.rad−1, en flexion frontale Kα,α = 1.1 ∗ 103N.m.rad−1 et en torsion transversale
Kϕ,ϕ = 2. ∗ 104N.m.rad−1.
On peut également remarquer que l’énergie de torsion, donc dans le plan transversal figure
4.8e, présente une contribution significative de 16% à l’énergie totale du rachis. Ceci coïncide
avec les observations cliniques associées à la scoliose.
Ces résultats sont difficiles à corréler à des valeurs contrôles de la littérature, compte tenu, à
notre connaissance, de l’absence d’études quantitatives sur des rachis scoliotique chez l’enfant
et l’adolescent, du moins en termes d’énergie mécanique et de raideur. Comme indiqué dans le
chapitre introductif, seules des altérations de disques ont été relevés cliniquement, conséquence
possible d’une rupture d’homéostasie des segments potentiellement associée à des seuils ou
cycles mécaniques pathologiques.
Le deuxième cas clinique concerne une scoliose idiopathique de type Lenke 1B, avec un
faible angle de Cobb de 20°, chez une patiente âgée de 11 ans. Les examens EOS® de face et
profil sont présentés figure 4.9. Ces faibles courbures suggèrent un comportement mécanique





Figure 4.8 – Énergie mécanique et raideurs effectives du cas clinique 14 ans, Lenke 1A, angle
de Cobb : 65°, examen EOS® figure 4.7. (a,b) - plan frontal, (c,d) plan sagittal et (e,f) plan
transversal. Segments V S1 : L5-L4 à V S17 : T2-T1.
avec circonspection.
Les paramètres de pénalisation sont identiques au cas clinique précédant et présentés dans le
tableau 4.2.
Les distributions de raideur effectives sont visualisées figure 4.10 et les valeurs moyennées sur
l’ensemble du rachis sont éditées dans le tableau 4.3 et associées à des valeurs de la littéra-
ture obtenues par des méthodes mixtes numériques et expérimentales (ex-vivo) chez l’humain
asymptomatique (Stokes et al. (2002)) et chez un modèle animal (Holsgrove et al. (2015)).
Les résultats de raideurs effectives moyennes concernant les deux cas pathologiques, c’est à
dire présentant une forte courbure pré-opératoire Cobb 65°et une faible courbure diagnostic
précoce Cobb 20°sont résumés dans le tableau 4.4. On peut observer des raideurs moyennes
très supérieures dans le cas pathologique à celles du cas peu pathologique et du disque isolé, et
ce dans les plans sagittal, frontal et transversal. Les positions d’équilibre sont obtenues dans
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(a) (b)
Figure 4.9 – Examen (EOS® CHU Toulouse) d’une patiente scoliotique (Lenke 1B, angle de






Stokes et al. (2002) Holsgrove et al.(2015)
Sagittal (flexion) 1.6 ∗ 103 1.1 ∗ 103 1.3 ∗ 103
Frontal (flexion) 3.8 ∗ 102 1.0 ∗ 103 1.2 ∗ 103
Transversal (torsion) 5.1 ∗ 103 1.2 ∗ 103 1.2 ∗ 103
Table 4.3 – Coefficients effectifs de raideur moyennés sur le rachis en flexion sagittale, flexion
frontale et torsion transversale. Stokes et al. (2002) : modèle humain (ex-vivo, asymptoma-
tique) ; Holsgrove et al. (2015) : modèle porcin.
K en N.m.rad−1 Modèle EF disque Scoliose 20° Scoliose 65°
Sagittal (flexion) 2.4 ∗ 102 1.4 ∗ 103 1.3 ∗ 104
Frontal (flexion) 3.6 ∗ 102 3.8 ∗ 102 1.1 ∗ 103
Transversal (torsion) 3.5 ∗ 102 5 ∗ 103 2.1 ∗ 104
Table 4.4 – Coefficients effectifs de raideur moyennés sur le rachis en flexion sagittale, flexion
frontale et torsion transversale pour la scoliose diagnostic précoce (angle de Cobb 20°) et la
scoliose pré-opératoire (angle de Cobb 65°).
les deux cas cliniques avec un indice de qualité, aec, présenté en section 2.6, très satisfaisant





Figure 4.10 – Raideurs effectives du cas clinique âge 11 ans, Lenke 1B, angle de Cobb : 20°,
examen EOS® figure 4.9 (a) - plan frontal, (b) plan sagittal et (c) plan transversal. Segments
V S1 : L5-L4 à V S17 : T2-T1.
Les ordres de grandeur des raideurs effectives moyennées sont en bonne concordance avec les
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quelques données de la littérature, même si cette comparaison doit être menée avec précaution
compte tenu de la diversité des modèles expérimentaux et des méthodologies d’exploration
(tableau 4.3).
Les coefficients effectifs sagittaux sur le segment semblent présenter une très bonne corrélation
pour le cas peu pathologique. Cependant, ces valeurs sont nettement supérieures de 5 à 6 fois,
aux raideurs effectives du modèle de disque seul obtenues dans la section 4.3, tableau 4.1. Cela
peut mettre en évidence le rôle rigidifiant des ligaments, des facettes articulaires des corps
vertébraux et de certaines actions musculaires. Pour le cas fortement pathologique (tableau
4.4) les valeurs sont un ordre de grandeur plus élevé. Cela peut être dû à l’avancement de
la déformation ainsi qu’à la forme du rachis, naturellement plus courbé : lordose lombaire et
cyphose thoracique plus marqué.
Pour le cas de faible déformation scoliotique, les valeurs de raideurs frontales sont également
supérieures à celles du disque seul mais avec une accentuation plus limitée que dans le plan
sagittal et elles demeurent inférieures aux données contrôles. Ce résultat peut trouver une
justification dans la source d’incertitude liée au faible champ de déplacement mesurés sur
l’imagerie clinique, champ qui nourrit l’algorithme inverse. Mais on peut toutefois poursuivre
cette justification par un remodelage tissulaire pathologique qui altère les propriétés méca-
niques intrinsèques des éléments déformables. Ces deux points, dépendance aux déplacements
du modèle inverse et altérations tissulaires, peuvent agir en conjonction.
La raideur effective moyennée en torsion dans le plan transversal est toujours supérieure aux
données contrôles et ceci quel que soit la valeur de déformation scoliotique. La torsion est un
phénomène mécanique difficile à appréhender compte tenu du faible écart angulaire dans la
cinématique asymptomatique, donc associée aux données contrôles, ou pathologiques, donc
associées à nos imageries cliniques obtenues en routines cliniques. Il peut être utile de préci-
ser que le comportement en torsion du rachis scoliotique peut être très sensiblement rigidifié
par le contact arrière et excentré des facettes articulaires. Cette observation anatomique est
moins présente dans les rachis asymptomatiques et donc contrôle dans le cas de cette étude
comparative.
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4.5 Conclusion et comparaison aux résultats de la littérature
La réponse mécanique du rachis peut révéler des dépendances multi-échelles autant spa-
tiales que temporelles. Une étude phénoménologique poromécanique à partir d’un modèle
simplifié de disque intervertébral, structure principalement déformable du rachis, montre que
les temps de réponse caractéristiques à des stimuli sont de l’ordre de quelques heures et sont
très inférieurs à l’évolution de la courbure scoliotique qui est de l’ordre de quelques semaines,
voire des mois. L’approche quasi-statique qui sous-tend la minimisation énergétique condui-
sant à l’équilibre s’en trouve confortée.
L’aspect multi-échelle spatial est abordé à partir de l’exploration des tenseurs effectifs qui
dans le cas du modèle global permet d’établir l’énergie mécanique totale et dans le cas d’un
segment isolé et plus particulièrement d’un disque, permet de faire le lien entre le champ de
déplacement et le torseur des efforts extérieurs, les corps vertébraux étant rigides.
La géométrie du disque modèle correspond à une anatomie réelle mais associée à des lois de
comportement matériaux effectives. La réponse mécanique est recherchée par la MEF struc-
turale et la comparaison à une littérature, toutefois peu prolixe sur ces aspects, donne des
résultats encourageants et permet d’accepter l’ordre de grandeur de raideurs effectives de
segments ; raideurs obtenues par résolution directe.
Un critère de pertinence essentiel pour la méthodologie proposée doit être établi par confron-
tation à l’environnement clinique et pour nous à l’imagerie médicale associée à la scoliose.
Deux cas cliniques sont modélisés par le modèle énergétique global. Il s’agit d’une scoliose à
forte courbure évolutive et examinée en pré-opératoire et une scoliose précocement diagnos-
tiquée et en courbure réduite. Ici la méthode inverse permet d’identifier les tenseurs effectifs,
donc in-vivo, et sans utilisation d’a priori pour guider la convergence numérique. Il est observé
un accroissement des termes de raideur par rapport aux modèles de disques isolés précédents
ce qui peut être expliqué par la prise en compte implicite de la contribution énergétique d’une
anatomie segmentaire plus réaliste, facettes articulaires, ligaments, muscles, mais également
superposable à un remodelage tissulaire pathologique. Ici la distinction est difficile à établir,
l’ensemble de la méthodologie étant construite à partir des champs de déplacements, seule
grandeur mécanique raisonnablement accessible par l’imagerie par rayon X.
Les propriétés mécaniques des tissus mous ne sont pas accessibles et l’IRM quantitative ne
donne que des informations parcellaires et n’est pas utilisée en routine clinique pour le diag-
nostic de la scoliose, à notre connaissance. Compléter le faisceau d’indices par la notion de
force imposée lors de l’examen clinique et ceci simultanément à l’imagerie pourrait, dans l’ab-
solu, renforcer la méthodologie, mais ceci se heurte à des difficultés techniques et éthiques.
En conclusion, il apparaît que les validations numériques décrites au chapitre 3, associées
aux résultats encourageants développés dans ce chapitre sur les aspects mécaniques phéno-
ménologiques et cliniques permettent d’envisager avec optimisme, l’utilisation de l’approche
énergétique proposée sur une cohorte de patients scoliotiques. Tel est l’objet du chapitre 5.
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Chapitre 5
Application de la méthodologie sur
des cas cliniques
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Nous avons vu dans la section 1.2 de l’introduction de ce travail que les causes des scolioses
idiopathiques de l’adolescent étaient inconnues. Mais pour ce qui concerne leur évolution
clinique, on peut distinguer les scolioses définies comme stables telle que l’évolution temporelle
de la courbure demeure bornée avec la croissance, de celles dites instables, dont la déformation
demeure évolutive. Lors des premiers examens cliniques du patient scoliotique, l’angle de Cobb
est souvent compris entre 20 et 40°, et il n’est à ce stade pas possible d’évaluer le futur de
cette courbure.
Notre objectif ici est d’exploiter les potentialités de la méthodologie développée chapitre
2 et 3 et particulièrement celle du problème inverse pour éventuellement aboutir à une diffé-
rentiation des scolioses basée sur des évolutions biomécaniques et énergétiques.
Dans ce chapitre, nous commencerons par analyser le suivi temporel de deux scolioses
idiopathiques instables, puis nous analyserons le suivi de trois scolioses idiopathiques stables.
Nous étudierons par la suite les réponses énergétiques et proposerons un scénario d’évolution
clinique.
99
5.1 Étude de cas de deux scolioses instables ou évolutives
5.1.1 Présentation des patients
Le premier cas clinique appelé patient 1 est celui d’un patient fille, âgée de 12 ans en 2014,
lors du premier examen et diagnostiquée avec une scoliose de type Lenke 1A. Le suivi de cette
patiente a été réalisé par acquisition EOS® annuelle jusqu’à l’intervention chirurgicale, en
2017, à l’âge de 15 ans. L’angle de Cobb a évolué de 40°à 47°puis 65°en pré-opératoire. La
reconstruction du rachis et l’évolution scoliotique est représenté figure 5.1. Les rotations des
vertèbres dans le plan transversal global sont visualisées figure 5.2. L’arthrodèse vertébrale
postérieure effectuée en 2017 est présentée figure 5.3.





























Figure 5.1 – Patient 1 - Scoliose instable. Lenke 1A, angles de Cobb 40°, 47°, 65°, de 12 ans
à 14 ans.
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Figure 5.2 – Patient 1 - Scoliose instable. Lenke 1A, angles de Cobb 40°, 47°, 65°, de 12 ans
à 14 ans. Angle de torsion des vertèbres dans le plan transversal.
(a) (b)
Figure 5.3 – Patient 1 - Scoliose instable. Lenke 1A, angles de Cobb 40°, 47°, 65°, de 12
ans à 14 ans. Examen EOS® post opératoire (CHU de Toulouse). (a) Vue sagittale, (b) vue
frontale.
Le second cas clinique patient 2 est celui d’un patient fille, âgée de 12 ans lors du premier
examen, diagnostiquée avec une scoliose de type Lenke 1A. Quatre examens EOS® ont été
effectués sur une période de trois ans. L’intervention chirurgicale a été effectuée en 2017, à 15
ans. L’angle de Cobb vaut de 36°, 44°, 51°puis 59°. La numérisation de la géométrie du rachis
est représentée figure 5.4.
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Figure 5.4 – Patient 2 - Scoliose instable. Lenke 1A, angles de Cobb 36°, 44°, 51°, 59°, de 12
ans à 14 ans.
5.1.2 Analyse des résultats du problème inverse sur les scolioses instables
La résolution du problème inverse développé dans la section 2.6 et appliquée aux patients 1
et 2, permet de remonter aux paramètres mécaniques du rachis. Ces paramètres donnent accès
aux distributions d’énergie le long du rachis, selon les trois moments dans le plan sagittal,
frontal et transversal. Ces distributions sont représentées figure 5.5 pour le patient 1 et figure
5.6 pour le patient 2.
Les énergies de flexion sagittales pour le patient 1, présentent une diminution significative
au cours du temps, notamment aux niveaux lombaires (L3-L5) et thoracique haut (T1-T3),
figure 5.5a. Ce sont de plus ces niveaux qui possèdent la plus grande énergie de déformation
en flexion sagittale. En revanche, on observe une augmentation de l’énergie de déformation en
flexion frontale, particulièrement entre 2015 et 2016, figure 5.5b. L’analyse des distributions
fait ressortir trois pics. Le premier se situe au niveau des segments V S8 (T10-T11) et V S9 (T9-
T10), qui constituent l’apex de la courbure scoliotique. Ce pic peut être justifié par une forte
déformation des segments. On remarque également, deux pics de moindre intensité en V S3
V S4 (L2-L4) et V S16 (T2-T3). Ils correspondent approximativement aux zones d’inflexion de
la courbure scoliotique au niveau des vertèbres limites.
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L’énergie de torsion subit également une légère augmentation moyenne au cours du temps
et on remarque qu’elle est caractérisée par un plateau élevé entre V S6 (T12-L1) et V S14
(T4-T5). Ce plateau est modulé par deux pics distincts, en (T11-T12) et (T4-T5), qui cor-
respondent aux vertèbres limites de la scolioses qui sont les vertèbres les plus inclinées dans
le plan frontal et utilisées pour la mesure de l’angle de Cobb.
Concernant les énergies de déformation du patient 2, le type de scoliose étant similaire,
les distributions sont similaires. On remarque que concernant la flexion sagittale, on observe
en premier lieu une augmentation moyenne de l’énergie, avant une diminution similaire au
premier cas. Dans le plan frontal, les valeurs augmentent graduellement, et en torsion, un
léger pic temporel apparaît, lors du second cliché radiographique, en 2015. Il coïncide avec
l’augmentation moyenne d’énergie sagittale.
En conclusion intermédiaire, il apparaît que les distributions énergétiques présentent une
corrélation significative avec les déformations anatomiques. Que ce soit dans le plan frontal
ou sagittal, les pics d’énergie correspondent bien aux observations cliniques.
La résolution du problème inverse donne également accès aux raideurs effectives et les résultats
sont illustrés figure 5.7 et 5.8.
Pour le patient 1, les raideurs effectives de flexion sagittales présentent une augmentation
moyenne au cours du temps. Leur distribution correspond à des segments vertébraux plus
souples au niveau lombaire, et plus raides au niveau thoracique. Cette observation coïncide
avec les observations cliniques et la mobilité lombaire. Les raideurs effectives en flexion fron-
tales ont également une valeur moyenne qui augmente dans le temps. La distribution spatiale
est cependant plus symptomatique. On remarque en effet deux pics de raideur élevée au dessus
et en dessous de l’apex de la déformation (T10-T11), soit au niveau des vertèbres limites de
la scoliose : V S5 (L1-L2) et V S11 (T7-T8). Par ailleurs, l’apex de la déformation est marqué
par une raideur effective faible.
La raideur moyenne en torsion diminue dans le temps. Sa distribution spatiale montre une
zone de transition avec une diminution significative en V S10 (T8-T9), un peu au dessus de
l’apex.
Le patient 2 présente une augmentation prononcée de la raideur effective en flexion sagit-
tale, entre 2014 et 2015. Passé ce pic, celle-ci diminue de manière progressive. La distribution
spatiale est similaire à celle du patient 1 en étant marquée par des segments lombaires plus
souples que les thoraciques.
Les raideurs effectives en flexion frontale subissent une augmentation moyenne au cours du
temps et les distributions spatiales sont similaires à celles du patient 1.
Les raideurs de torsion sont marquées par une forte augmentation entre 2014 et 2015 et
qui continue à augmenter, mais plus faiblement en 2016, pour finir par une diminution fin
2016. Les distributions spatiales sont également similaires à celles du patient 1.
Les deux cas de scolioses évolutives sont caractérisées par plusieurs comportements ty-
piques en terme d’énergies et de raideurs moyennes. On peut noter que l’énergie de flexion
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frontale présente une augmentation moyenne dans le temps, corrélée à l’augmentation de
la courbure. Nous avons également déterminé une augmentation des raideurs dans ce plan.
Par ailleurs, la raideur de torsion est toujours marquée par un changement significatif au
niveau de l’apex de la déformation anatomique. Les raideurs de flexion sont de l’ordre de
1.4 ∗ 104N.m/rad en sagittal, de l’ordre de 1 ∗ 103N.m/rad en frontal et de l’ordre de
3 ∗ 104N.m/rad en torsion. Ces ordres de grandeurs sont cohérents avec ceux obtenus dans la
section 4.3.
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Figure 5.5 – Patient 1 - Scoliose instable. Lenke 1A, angles de Cobb 40°, 47°, 65°, de 12 ans
à 14 ans. Evolution de l’énergie de déformation sur deux ans : (a) flexion sagittale, (b) flexion
frontale, (c) torsion.
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Figure 5.6 – Patient 2 - Scoliose instable. Lenke 1A, angles de Cobb 36°, 44°, 51°, 59°, de 12
ans à 14 ans. Evolution de l’énergie de déformation sur deux ans : (a) flexion sagittale, (b)
flexion frontale, (c) torsion.
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Figure 5.7 – Patient 1 - Scoliose instable. Lenke 1A, angles de Cobb 40°, 47°, 65°, de 12 ans
à 14 ans. Raideur effective du rachis lors de l’évolution de la scoliose : (a) flexion sagittale,
(b) flexion frontale, (c) torsion.
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Figure 5.8 – Patient 2 - Scoliose instable. Lenke 1A, angles de Cobb 36°, 44°, 51°, 59°, de 12
ans à 14 ans. Raideur effective du rachis lors de l’évolution de la scoliose : (a) flexion sagittale,
(b) flexion frontale, (c) torsion.
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5.2 Étude de cas de trois scolioses stables
5.2.1 Présentation des patients
Pour l’étude de scolioses stables, caractérisées par une l’évolution limitée dans le temps,
nous avons choisis trois patients, patient 3, patient 4 et patient 5 dont les dossiers cliniques
sont différents. Le premier patient, patient 3, âgé de 13 ans lors du premier examen en
2014, présente une scoliose de type Lenke 1C dont l’angle de Cobb prend successivement les
valeurs : 46°, 42°, 46°, 48°au cours de l’évolution. Les géométries extraites des radiographies
sont visualisées figure 5.9. Malgré une stabilisation observée cliniquement (angle de Cobb), le
patient 3 a subi une intervention chirurgicale en 2019. Ce choix est justifié par le risque élevé
d’une reprise de l’évolution scoliotique à l’âge adulte, pour un angle de Cobb supérieur à 45°.





































Figure 5.9 – Patient 3 - Scoliose stable. Lenke 1C, angles de Cobb 46°, 42°, 46°, 48°, de 13
ans à 16 ans.
Le second cas clinique, patient 4, est un patient âgé de 11 ans lors du premier examen en
2012 et présentant un angle de Cobb très faible de 20°, de type Lenke 1B. L’évolution de la
scoliose est très peu marquée dans le temps car l’angle de Cobb évolue de 20°à 25°puis 36°en
109
2 ans. Le reconstitution dans les trois plans de l’espace est illustrée figure 5.10.































Figure 5.10 – Patient 4 - Scoliose stable. Lenke 1B, angles de Cobb 20°, 25°, 36°, de 11 ans
à 13 ans.
Pour finir, le patient 5 est un patient fille âgée de 12 ans lors du premier examen en
2013. Elle présente une scoliose de type Lenke 1A d’angle de Cobb faible initialement de 22°,
évoluant jusqu’à 33°. La reconstitution dans les trois plans de l’espace est illustrée figure 5.11.
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Figure 5.11 – Patient 5 - Scoliose stable. Lenke 1A, angles de Cobb 22°, 30°, 35°, 33°, de 12
ans à 16 ans.
5.2.2 Analyse des résultats du problème inverse sur les scolioses stables
De même que pour les deux cas de scolioses évolutives, nous avons pu, pour les scolioses
stables, effectuer une résolution du problème inverse à chaque examen clinique. Ces résolutions
donnent dans un premier temps accès aux distributions spatiales des énergies de déformation.
Celles-ci sont présentées figure 5.12, figure 5.13 et figure 5.14 respectivement pour le patient
3, le patient 4 et le patient 5.
L’analyse des énergies pour le patient 3, montre une augmentation significative en flexion
sagittale entre 2014 et 2015, suivie par une diminution en 2016, sans toutefois passer en
dessous des valeurs de 2014. Les valeurs moyennes en flexion frontale et en torsion montrent
la même tendance. Les distributions spatiales sont toujours dominées par une forte énergie
en flexion sagittale au niveau lombaire, et qui est également visible en flexion frontale. On
observe par ailleurs un léger pic au niveau des segments V S11 (T7-T8) et V S12 (T6-T7).
Concernant la torsion, un pic marqué est présent au niveau lombaire, ainsi que deux pics aux
niveaux V S8 (T10-T11) et V S14 (T4-T5).
Les tendances moyennes concernant le patient 4 montrent également une augmentation
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de l’énergie sagittale, suivie par une diminution faible. Le maximum d’énergie étant toujours
concentré au niveau du rachis lombaire. Dans le plan frontal, on note une légère augmentation
moyenne de l’énergie en 2014, avec deux pics plus marqués au niveau du segment V S8 (T10-
T11) et V S3 (L3-L4).
L’énergie de torsion est en augmentation, avec également deux pics, en V S6 (T12-L1) et V S13
(T5-T6).
Concernant le patient 5, l’énergie de flexion sagittale subit une légère diminution entre
2013 et 2014 pour ensuite stagner, contrairement à l’énergie de flexion frontale augmentant
la première année, pour ensuite se stabiliser.
L’énergie de torsion n’est pas présentée pour le dernier cas, car les valeurs de rotation
étant très faibles, elles rendent la résolution du problème inverse imprécise, et donnent lieu à
des valeurs extrêmes sans sens physique.
De même que pour l’étude des cas de scolioses évolutives, nous avons choisi de caractériser
l’évolution des raideurs de flexion pour les trois cas de scolioses stables. Les distributions
spatiales au cours du temps sont présentées figures 5.15, 5.16 et 5.17, respectivement pour les
patients 3, 4 et 5.
Le patient 3 présente une distribution de raideur sagittale marquée par des segments lombaires
plus souples que les thoraciques. Ces variations spatiales sont similaires à celles observées chez
les patients précédemment étudiés. Au niveau de la raideur de flexion frontale, on observe
pour chaque géométrie deux zones de faible raideur autour des segments V S5 (L1-L2) et
V S11 (T7-T8). Ils correspondent aux apex de la déformation respectivement lombaire et
thoracique. Les segments V S8 (T10-T11) et V S14 (T4-T5) ont une raideur plus élevée et ces
zones correspondent aux vertèbres limites, donc les plus inclinées dans le plan frontal. La
raideur de torsion est marquée par une zone souple en V S4 (L2-L3) et située légèrement en
dessous de l’apex de la courbure lombaire.
L’étude du patient 5 montre une forte augmentation de la raideur de flexion sagittale
au cours du temps. Une variation d’une telle ampleur peut être liée à une position très
différente lors de l’examen EOS®, entre les deux premiers clichés. Elle n’est donc pas clairement
associée à une réelle évolution pathologique. Les raideurs en flexion frontale font apparaître
des distributions constantes compte tenu des incertitudes de calcul de l’ordre de 5%, section
3.4. On observe une importante augmentation de la raideur de torsion, mais probablement
non significative à cause des très faibles rotations mesurées dans le plan transversal.
Le patient 5 présente un profil spatial de raideur sagittale similaire aux patients 3 et 4, avec
une souplesse lombaire et une raideur thoracique importante. On note des valeurs de raideur
très importantes pour le premier examen, qui diminuent ensuite fortement. De même que
pour le patient 4, cet écart peut être provoqué par une mauvaise posture lors de l’acquisition
des examens radiologiques. Les raideurs frontales montrent une distribution spatiale presque
constante, liée aux faibles déplacements observées. L’évolution moyenne est caractérisée par
une faible augmentation lors des trois premiers examens, puis une diminution lors du dernier
cliché radiologique, deux ans après.
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Les raideurs en torsion ne sont pas analysées car pas significatives, comme pour le patient
4. Nous avons cependant souhaité nous assurer que cette limite du modèle n’avait pas de
conséquences sur les résultats des autres plans de déformation. Ainsi, nous avons effectué
deux résolutions du problème inverse, en modifiant le facteur de pénalisation appliqué aux
paramètres de torsion. Nous avons effectivement obtenu des raideurs en torsion très différentes,
mais les raideurs en flexion sagittale et frontale n’ont pas été affectées par ces changements
puisque les variations ont été de l’ordre de 1%.
Les raideurs en flexion sont de l’ordre de 1∗104N.m/rad en sagittal, 7∗102N.m/rad en frontal
et 8 ∗ 103N.m/rad en torsion. Ces ordres de grandeurs sont cohérents avec ceux obtenus dans
la section 4.3.
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Figure 5.12 – Patient 3 - Scoliose stable. Lenke 1C, angles de Cobb 46°, 42°, 46°, 48°, de 13
ans à 16 ans. Evolution de l’énergie de déformation sur deux ans : (a) flexion sagittale, (b)
flexion frontale, (c) torsion.
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Figure 5.13 – Patient 4 - Scoliose stable. Lenke 1B, angles de Cobb 20°, 25°, 36°, de 11 ans
à 13 ans. Evolution de l’énergie de déformation sur deux ans : (a) flexion sagittale, (b) flexion
frontale, (c) torsion.
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Figure 5.14 – Patient 5 - Scoliose stable. Lenke 1A, angles de Cobb 22°, 30°, 35°, 33°, de 12
ans à 16 ans. Evolution de l’énergie de déformation sur deux ans : (a) flexion sagittale, (b)
flexion frontale, (c) torsion.
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Figure 5.15 – Patient 3 - Scoliose stable. Lenke 1C, angles de Cobb 46°, 42°, 46°, 48°, de 13
ans à 16 ans. Raideur effective du rachis lors de l’évolution de la scoliose : (a) flexion sagittale,
(b) flexion frontale, (c) torsion.
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Figure 5.16 – Patient 4 - Scoliose stable. Lenke 1B, angles de Cobb 20°, 25°, 36°, de 11 ans
à 13 ans. Raideur effective du rachis lors de l’évolution de la scoliose : (a) flexion sagittale,
(b) flexion frontale, (c) torsion.
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Figure 5.17 – Patient 5 - Scoliose stable. Lenke 1A, angles de Cobb 22°, 30°, 35°, 33°, de 12
ans à 16 ans. Raideur effective du rachis lors de l’évolution de la scoliose : (a) flexion sagittale,
(b) flexion frontale, (c) torsion.
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5.3 Étude comparative des scolioses stables et instables
La quantification de la déformation des scolioses idiopathiques et le suivi de leur évolution
sont aujourd’hui effectués par la mesure de l’angle de Cobb. Cependant, ce critère clinique
présente plusieurs limites. Premièrement, il utilise uniquement une information concernant
le plan frontal du patient. Or, nous avons pu voir avec les cas illustrés précédemment, que
l’évolution de la déformation scoliotique se faisait également dans le plan sagittal du pa-
tient. Par ailleurs, pour des déformations supérieures à 40°, le plan frontal radiographique
diffère significativement du plan frontal local associé à chaque vertèbre. Finalement, plusieurs
études ont quantifié la précision de la mesure de l’angle de Cobb (Srinivasalu et al. (2008),
Gstoettner et al. (2007)) et ont abouti à une incertitude d’environ 6°. Ces limitations nous
ont poussé à chercher d’autres marqueurs plus discriminant, caractérisant l’évolution de la
scoliose idiopathique.
Pour interpréter les résultats du problème inverse lors du suivi des scolioses idiopathiques,
nous avons fait le choix d’étudier les valeurs moyennes des raideurs de flexion frontale dans le
repère local des vertèbres. Travailler sur la moyenne est acceptable dans un premier temps,
compte tenu de la faible variation des distributions spatiales au cours du temps. Ces valeurs
sont comparées avec celles de l’angle de Cobb obtenues sur les radiographies.
Les évolutions moyennes pour les cinq cas cliniques soit patient 1 et 2 instables, et patient
3, 4 et 5 stables, sont représentés figures 5.18 et les barres verticales rouges illustrent l’impré-
cision de 6°associée à la mesure de l’angle de Cobb. Les barres verticales bleues représentent
l’estimation des incertitudes sur les raideurs, évaluées en partie 3.4 et estimées à 5%.
Les valeurs de raideur moyenne des cas de scolioses instables montrent une augmenta-
tion continue, similaire à celle observée pour l’angle de Cobb. Pour les scolioses stables, nous
apercevons pour les patients 3 et 5 (5.18c et 5.18e) une augmentation de la raideur moyenne,
suivie par une diminution. Le patient 4 (5.18d) montre une raideur qui diminue initialement,
puis augmente légèrement, mais la variation entre 2012 et 2014 est située dans la plage d’in-
certitudes de 5% et est donc non significative.
Ainsi, les trois cas de scolioses stables montrent une phase de diminution de la raideur
moyenne de flexion frontale. De plus, on remarque que cette diminution intervient avant ou
de manière simultanée à la stabilisation de l’angle de Cobb. Cette avance est d’autant plus
marquée dans le patient 3 (5.18c), pour qui l’évolution de la géométrie dans le plan sagittal
joue un rôle important, mais qui par construction, n’est pas intégrée dans la mesure de l’angle
de Cobb.
L’ordre de grandeur des raideurs est relativement similaire pour les scolioses stables et in-
stables et compris entre 0.3 ∗ 103N.m/rad et 1.4 ∗ 103N.m/rad avec possiblement une su-









































































































































































Figure 5.18 – Raideurs moyennes en flexion frontale et angle de Cobb, pour les scolioses
instables (a), (b) patients 1 et 2, et les scolioses stables (c), (d), (e) patients 3, 4 et 5.
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5.4 Discussion et conclusion de l’étude menée sur la cohorte
L’étude des énergies mécaniques et des raideurs de flexion moyennées a permis de distin-
guer les évolutions spécifiques à chaque scoliose. Il est apparu que l’augmentation de l’énergie
mécanique dans le plan frontal allait de pair avec la déformation scoliotique. Par ailleurs,
nous avons remarqué quelques clichés pour lesquels les raideurs en flexion sagittale étaient
singulièrement différentes par rapport aux autres clichés du même patient. En effet, même si
le protocole lors de la prise de clichés EOS® est relativement bien défini, il est possible que
le patient ne le suive pas exactement : position des bras non parfaitement à la hauteur des
épaules, crispation lors de la prise d’images ... entraînant des positions non représentatives
du patient à l’équilibre comme illustré figure 5.19.
(a) (b)
Figure 5.19 – EOS® d’un patient avec une scoliose de type Lenke 1C (a) conforme au proto-
cole, (b) non conforme au protocole.
Finalement, il est apparut que la raideur de flexion frontale, moins dépendante du suivi du
protocole EOS® par le patient, augmentait avec la déformation lors du développement des cas
instables d’AIS et elle diminue ou se stabilise systématiquement dans les cas stables d’AIS.
Cette inversion de pente semble correspondre à une stabilisation mécanique, dont l’évaluation
pourrait être plus discriminante que celle de l’angle de Cobb. Nous proposons ici un scénario
explicatif de ces évolutions.
L’hypothèse principale sous-jacente à notre méthodologie est que la position d’équilibre
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du rachis correspond à une minimisation de l’énergie mécanique totale comme exprimé par
le bilan énergétique de l’équation (2.13), section 2.4.2. Dans cette approche, l’énergie ciné-
tique n’apparaissant pas, la structure est considérée comme vérifiant continûment un équilibre
quasi-statique résultat d’une stabilisation des travaux internes et externes, ces travaux étant
purement mécaniques.
Il est anatomiquement observé que le poids évolue très peu ou pas du tout après la puberté
qui correspond à la période critique de l’évolution de la scoliose. Il est donc raisonnable de
supposer que ∂G∂t puisse être négligeable en première approximation.
Il est également observé que la masse musculaire du tronc évolue peu ce qui a pour consé-
quence de supposer que les actions musculaires soient peu modifiées au cours de l’évolution
scoliotique, soit ∂B∂t = 0. La revue de la littérature montre que les déformations permanentes
ou plastiques associées à des dissymétries de vertèbres ou de disques intervertébraux peuvent
ne pas présenter un rôle déterminant dans l’évolution de la scoliose (Will et al. (2009)). Ceci
laisse donc supposer qu’à priori, ∂u0∂t ne serait pas le moteur de l’évolution de la déformation.
Par conséquent, l’évolution de la déformation scoliotique pourrait être dirigée par une
modification des propriétés mécaniques des segments vertébraux, c’est-à-dire les valeurs de K
dans notre modèle. En supposant le rachis à l’équilibre, l’équation (5.1) découle de l’équation





2 ∗ qiT/Ri ·Ki −
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Gi = 0 (5.1)












En faisant l’hypothèse que ∂u0∂t = 0, nous aboutissons à une forme simplifiée de l’équation











Cette équation est exacte si le rachis est à l’équilibre parfait. On remarque que dans
ce cas, l’évolution temporelle des raideurs ∂K∂t doit être du signe opposé à l’évolution de la
déformation scoliotique ∂u∂t . C’est-à-dire que les raideurs doivent en moyenne diminuer lorsque
la déformation et donc l’angle de Cobb augmente. Or ce n’est pas ce que nous observons dans
nos résultats, notamment pour les patients instables 1 et 2, figures 5.18a et 5.18b. C’est par
ailleurs un résultat qui semble être corroboré par l’observation clinique et par l’augmentation
de la densité de collagène dans les IVD scoliotiques (Bushell et al. (1979)).
Pour essayer de prendre en compte ce constat, on peut proposer une évolution de l’énergie
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totale telle que décrite par l’équation (5.4).
∂V
∂u = ε(t) (5.4)
Le paramètre ε(t) peut être considéré comme un résidu d’équilibre. A partir de là, la notion
de stabilité et d’évolutivité peut être affectée par l’étude de cette fonction.
Le terme ε peut correspondre à un phénomène cinétique, c’est à dire ici, une accélération
∂2u
∂t2 de la déformation, très faible, qui peut être lié à une raideur clinique Kc différente de
la raideur d’équilibre mécanique Keq. Dans cette hypothèse, lorsque cette raideur Kc est
inférieure à Keq, la déformation du rachis s’accentue, lorsque Kc est supérieure à Keq elle
s’atténue. Par ailleurs tant que Kc est inférieure à Keq, sa valeur augmentera au cours du
temps, comme observé sur les cas cliniques 1 et 2. Quand Kc devient supérieure à Keq, alors
Kc diminue au cours du temps, et la scoliose est dans une phase de stabilisation comme
observé pour les patients 3, 4 et 5 (figure 5.18c, 5.18d et 5.18e).
D’une autre manière, la source phénoménologique de ε, si on reste dans un cadre pure-
ment mécanique, peut trouver une origine dans le rôle sous estimé de l’état de référence ou
plastique u0 ou dans les effets de masse corporelle G. Mais on peut également supposer un
rôle significatif des remodelages tissulaires en prenant en compte des phénomènes réactifs. Ici,
des éléments de réponse à l’échelle des populations cellulaires ou à des échelles inférieures,
et reliées aux réponses hormonales et au capital génétique du patient, peuvent certainement
être considérés et possiblement étayés par des données cliniques. Le bilan énergétique (2.13)
peut être revisité en conséquence par une approche thermodynamique des systèmes ouverts.
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Conclusion et perspectives
Notre travail de recherche a pour objectif de contribuer à l’exploration du rachis scoliotique
du point de vue biomécanique, par une méthodologie de modélisation théorique et numérique
continuellement étayée par le contexte clinique. Nous utilisons comme hypothèse centrale que
l’équilibre quasi-statique du rachis puisse être déterminé par la minimisation d’une énergie
mécanique totale.
Dans le premier chapitre à caractère bibliographique, nous nous attachons à décrire par
leurs aspects anatomiques et biomécaniques deux échelles spatiales caractéristiques : le seg-
ment vertébral et le rachis. La complexité et les limitations d’une proposition de modèle
numérique global de la colonne vertébrale sont discutées.
Le deuxième chapitre décrit la méthodologie générale de l’approche énergétique. Le com-
portement considéré comme quasi-statique non-linéaire est approché par une méthodologie
itérative de type linéaire par morceaux. La position d’équilibre correspond à la minimisation
de l’énergie potentielle totale, en supposant que tous les efforts dérivent d’un potentiel local.
Ceci permet de mettre en place la notion de tenseur mécanique effectif permettant de faire le
lien entre les éléments de corps rigides et évitant une discrétisation complexe de l’anatomie et
la connaissance des lois de comportement tissulaire in-vivo. L’ensemble permet de proposer
une modélisation filaire tridimensionnelle issue d’une d’imagerie clinique bi-planaire par rayon
X (EOS®). La résolution des problèmes dits directs puis inverses donne accès à la détermina-
tion des équilibres et aux termes des tenseurs mécaniques effectifs sans connaissance à priori
de l’anatomie complète du rachis ni des lois de comportement intrinsèques des matériaux
constitutifs.
Le chapitre 3 concerne la validation des méthodologies numériques du modèle énergétique
d’équilibre. Dans un premier temps, la description et l’adaptation des méthodes d’optimisation
du problème inverse sont développées. Dans un second temps, la pertinence des problèmes
direct et inverse est explorée dans un cas test simplifié de rachis. La confrontation aux données
cliniques permet par la suite d’étudier l’impact des fonctions de pénalisation, le rôle de l’espace
paramétrique, le calcul d’incertitude et la précision numérique des minima.
Avant de poursuivre sur des applications cliniques, des considérations sur les aspects multi-
échelles spatio-temporels de la problématique sont étudiés et font l’objet du chapitre 4. L’étude
phénoménologique poromécanique d’un disque intervertébral montre que les temps caracté-
ristiques sont compatibles avec l’approche quasi-statique qui sous-tend la minimisation éner-
gétique.
L’aspect multi-échelle spatial est abordé à partir de l’exploration des tenseurs effectifs obtenus
par la méthode aux éléments finis. La comparaison à une littérature, toutefois peu prolixe sur
ces aspects, donne des résultats encourageants et permet d’accepter l’ordre de grandeur de
raideurs effectives des segments obtenues par le modèle filaire 3D et associées à la résolution
du problème inverse à partir de cas cliniques scoliotiques. Cette approche permet d’identifier
les tenseurs effectifs, donc in-vivo, et sans utilisation d’a priori pour guider la convergence
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numérique.
Le cinquième chapitre est focalisé sur l’application de la méthodologie théorique et numé-
riques à des cas cliniques issus du service d’orthopédie pédiatrique de l’Hôpital des Enfants
de Toulouse. Des scolioses stables et évolutives du point de vue clinique sont étudiées. Il ap-
paraît que les distributions énergétiques observées sont en adéquation avec les déformations
du rachis, et présentent donc des zones de forte énergie à l’apex de la courbure ainsi qu’au
niveau des segments d’inflexion, correspondant aux vertèbres limites de la scoliose.
De plus, les raideurs calculées donnent des informations complémentaires. Dans le plan frontal,
l’apex de la déformation est toujours plus souple que les zones limites. Dans le plan sagittal,
les zones lombaires sont plus souples que les zones thoraciques.
La comparaison de l’évolution des raideurs frontales moyennes et de l’angle de Cobb permet
d’envisager que ces raideurs constituent un bon indicateur de l’évolution de la scoliose. Elles
semblent permettre en particulier une discrimination précise entre les scolioses instables et
les scolioses stables.
La méthodologie développée dans cette thèse montre des limitations de deux types prin-
cipaux. Concernant l’acquisition des données cliniques, c’est à dire l’imagerie rayon X, nous
avons montré dans le chapitre 5 certaines incohérences liées à un protocole de capture encore
perfectible. De plus, nous avons vu que les solutions du problème inverse n’étaient cohérentes
que lorsque qu’un déplacement significatif était mesuré.
Du point de vu théorique, les principales perspectives de développement de notre re-
cherche, concerne la complétude de l’approche énergétique par la contribution des termes
sources biochimiques qui pourraient permettre d’unifier le raisonnement descriptif et conduire
à une analyse quantifiée de l’évolution de la déformation scoliotique. En effet, nous avons mon-
tré que l’équilibre du rachis n’était pas parfait, mais perturbé par un terme ε que nous ne
pouvons pas actuellement évaluer. Une étude sur une grande cohorte permettrait une carac-
térisation de ce déséquilibre, qui peut constituer une source des évolutions quasi-statiques du
rachis scoliotique. Ici, la thermodynamique réactif ainsi que l’ajout de processus biologiques
irréversibles pourrait mettre en évidence un lien mécanobiologique explicite.
Du point de vue applicatif, le renforcement de la pertinence clinique de notre approche théo-
rique et numérique sera construite sur l’exploration de notre cohorte de l’Hôpital des enfants
de Toulouse avec possiblement l’utilisation de méthodologies associées à l’intelligence arti-
ficielle. Les premiers résultats obtenus dans ce travail de recherche, laissent envisager avec
optimisme l’obtention de critères robustes qui pourraient conduire à proposer une classifica-
tion conjointe anatomique, biomécanique et clinique.
Au-delà de la classification, l’ergonomie des outils méthodologiques et des logiciels associés
doit permettre à terme une utilisation en contexte clinique pour aider au traitement orthotique
par corset et à la planification chirurgicale de la scoliose.
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Annexe A
Équations de la poromécanique
La poromécanique est l’étude de fluide saturé en milieux poreux. Le couplage entre l’écou-
lement et les déformations du milieu poreux peuvent être dans deux sens : une déformation
de la matrice peut entraîner un déplacement fluide, et une injection ou une ponction de fluide
peut générer des déformations. On peut modéliser ce couplage par les équations (A.1), (A.2),
(A.3), (A.4) et (A.5).











q = φfvf + (1− φf )vs et ∇.q = 0 (A.2)
J = det F = 1− φf,01− φf
et F = (I−∇us)−1 (A.3)
Loi constitutive du milieu solide :
σ′ = σ′(F.FT) (A.4)
L’équilibre mécanique et le tenseur effectif de Terzaghi sont :
∇.σ′ = ∇p (A.5)
Dans le cadre d’une élasticité solide supposée linéaire, ces équations peuvent être simplifier
en l’ensemble d’équation (A.6), (A.7) et (A.8).

















σ′ ∝ ε, ε ∝∇us (A.8)
Dans ces formulations, vf et vs sont les vitesses respectivement du fluide et du solide. us
est le déplacement solide et φf est la porosité du milieu. La pression est représentée par p, le
tenseur des contraintes effectives par σ′, la perméabilité par k et les variations relatives de
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